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Prefaţă la ediţia I 


n 


Lucrarea pe care o prezentăm este un rezultat al activităţii 
Practice de curs şi de seminar de mecanic 


ci teoretică şi al obser- 
vafıilor autorilor privind modul de înțelegere şi de însușire mai 
deplin, mai eficient şi mai operativ al acestei discipline de 
către studenți. 


Autorii au urmării să scoată în evidență fenomenele fizice 
și corespondența lor cu expresiile matematice, evitindu-se þer- 
manent înlocuirea legilor prin formule, adică aplicarea automată 
a unor relații. În acest fel, cititorul este antrenat, pe de o 
parte, la însuşirea logică a cunoștințelor și, pe de altă parte, 
la analizarea anumitor fenomene pe baza înţelegerii lor în 
adâncime. 

Lucrarea se adresează unui cerc | 
în primul rînd studenții facultăților 
ingineri precum şi inginerii, fizicienii şi matematicieni care 
se interesează de problemele de mecanică teoretică. 

n special lucrarea este întocmită pentru studenții facultăți- 
de electrotehnică, energetică, electronică, automatică, meta- 
lurgie etc. Autorii au ținut seama de numărul mic de ore de 
curs şi de seminar prevăzute în programele acestor facultăți la 
această disciplină și, din acest motiv, materialul este prezentat 
în lucrare în mod concentrat. Autorii au urmărit cu insistență 
ca cititorii să înţeleagă fenomenele şi să evite superficialitatea 
în tratarea problemelor. În acest scop, la începutul fiecărui 
capitol este prezentată o sinteză cuprinzătoare, în care Sînt date 
definițiile, sînt explicate ideile esențiale, sînt analizate rezul- 
tatele și valabilitatea lor și apoi sînt descrise metodele de lucru 
în mod succint. De asemenea, sînt rezolvate unele aplicații 
devenite clasice în mecanica teoretică. 

În fiecare capitol sînt prezentate probleme din care unele 
sînt rezolvate integral, iar la unele se dau indicații succesive 
pină la rezolvare. i l 
„Autorii au urmărit în acest mod să angreneze efectiv stu- 
dentul în procesul de gîndire pentru ca să-și dezvolte judecata 
Și, ca urmare, să capete experienţă şi deci încredere în posi- 
bilitățile sale. 

Colectivul de autori își exprimă muljumirile sale tov. Acad. 
Radu Voinea, pentru ajutorul dat prin prețioase îndrumări şi 
sugestii în vederea apariției acestei lucrări în condiții optime. 


arg de cititori, cuprinzind 
tehnice de ingineri şi sub- 


lor 
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Pentru a răspunde mai bine necesităților pregătirii 
cadrelor tehnice superioare la un nivel ridicat și în per- 
mamnentă legătură cu practica, în această ediție conținutul 
lucrării a fost amplificat şi restructurat într-un număr 
sporit de capitole. De asemenea, s-au introdus probleme 
noi, în anumite cazuri renunțindu-se la unele probleme 
din ediția precedentă. 3 | 

Pentru o mai ușoară orientare a cititorului, prezen- 
tarea teoretică a fiecărui capitol este notată cu A, tar 
aplicațiile, cu B. e, 

Colectivul de autori aduce pe această cale mulţumiri 
tovarășilor D. Rugescu şi D. Coman pentru contribuția 
adusă la prima ediție a acestei lucrări. 


AUTORII 
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Capitolul 1 


CONCEPTELE FUNDAMENTALE ȘI CONCEPTELE DE LUCRU 
ALE MECANICII NEWTONIENE 


Mecanica este primul capitol al științelor naturii, științe care studiază 
multiplele însuşiri şi manifestări ale materiei. 
Materia! este calegoria filozofică care desemnează realitatea obiectivă dată 
omului prin senzaţii, oglindită de senzații, dar existînd independent de ele. 
„„ Materia este inepuizabilă, iar procesul cunoașterii ei este de asemenea 
inepuizabil. i | 
Însușirea fundamentală și modul ei de existență este mișcarea. Mişcarea?, 
în accepta cea mai largă a cuvîntului, înglobează în sine toate schimbările şi 


procesele care au loc în univers, începînd cu simpla deplasare şi terminind 
cu gîndivea. l 


- Mecanica newtonianä? studiază forma cea mai simplă de mișcare, forma 
mecanică, adică deplasarea, în spațiu şi timp, în raport cu un reper, a corpu- 
rilor (părți de :materie), sub influența interacțiunilor reciproce ale lor. 


Mişearea mecanică este forma cea mai simplă şi însoțește sau este cu- 
prinsă în celelalte forme mai complexe de mişcare. 


Formele fundamentale ale mişcării, calitativ specifice, nu sînt niciodată 

izolate, ele se însoțesc şi se întrepătrund. 

natură nu există fenomene care să poată fi socotite ca mișcări 
mecanice pure. În general, mișcarea mecanică este însoțită de frecări și 
deformări “care vor fi considerate forme memecanice de mișcare. 

În studiul mișcării mecanice se poate face abstracție de alte forme 
nemecanice care o însoțesc, dacă acestea din urmă sînt neesențiale, adică 
nu modifică prea mult realitatea obiectivă. Acest proces de abstractizare 
stă la baza modelării care simplifică studiul, permițind folosirea largă a 
matematicilor. Totuşi, cu toată precizia matematică a calculelor, rezul- 
tatul obținut nu reprezintă, deseori, decît o primă aproximaţie a fenomenu- 
lui studiat. 


Corpuri. În faza actuală a științelor naturii, materia este cunoscută 
ca avind o. structură duală: una, discontinuă, discretă, concentrată, sub- 
stana, iar cealaltă, difuzată în spaţiu şi continuă, cîmpul. i 

Corpurile în mecanică sînt considerate constituite numai din substanță, 
adică se face abstrâcție de cîmpul propriu. | 

Cîmpurile, cum sînt cel gravitațional sau cel electromagnetic, își au 
importanţa lor şi în mecanică, însă numai din punctul de vedere al influen- 
ței lor asupra mișcării mecanice a corpurilor. 


1 V. I. Lenin, Opere. Vol. 14 E.S.P.L.A., 1954, p. 120. 
2 Fr. Engels. Dialectica naturii. E.S.P.L.A., 1954, p. 55. 
3 Denumită şi Mecanică teoretică. 
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„Deci, corpul constituit numai din substanță este primul concept al meca- 
nicit newloniene, primul model al acestei discipline. MePA 

Deplasarea. este în sine o operaţie geometrică: schimbarea poziției 
unui corp în raport cu altul presupus nemișcat. AA 

Deplasarea nu este o formă de mişcare, ci însoţeşte formele de mișcare, 
deoarece numai deplasarea nu implică şi considerarea timpului necesar, 
ci numai modificarea poziției unui corp în spațiu. Deplasarea unui corp 
se poate face într-o infinitate de moduri. Numai prin considerarea timpului 
deplasarea în spațiu devine unică şi se numește mişcare. 

Spaţiul şi timpul sînt forme obiective de existență a materiei. „Spațiul, 
timpul şi mişcarea ca forme fundamentale de existență a materiei, formează o 
unitate organică iîndisolubilă, determinată de unitatea’ lumii materiale”, 

“Concepţia care stă la baza mecanicii newtoniene?2 este materialistă. 
Spaţiul şi timpul sînt obiective, dar absolute, adică: conceptul de spațiu 
al acestei mecanici este independent de timp şi de mișcarea materiei, iar 
timpul este universal absolut, același în orice punct al spaţiului. De aseme- 
nea, simullaneitatea este concepută ca absolută, adică dacă două eveni- 
mente sînt simultane în raport cu un sistem de referință, ele sînt consi- 
derate simultane față de orice sistem de referință independent de miş- 
cările lor. i again e F 

Conceptele de spațiu absolut, de timp absolut: și de simultaneitate 
absolută, care dau mecanicii newtoniene un caracter metafizic, se bazează 
pe presupunerea că ar exista în natură fenomene instantanee, adică a căror 
propagare s-ar face cu viteză infinită. Ori, toate fenomenele din natură se 
propagă cu viteze finite, iar cea mai mare viteză cunoscută pînă azi este 
viteza luminiiă, . | “de tin ah: i 

Einsteinta enunțat sub formă de principiu, că viteza luminii în 


. km ü A Să Fea di Sa. 
vid {c = 300 000 —— | este o constantă universală, adică viteza luminii 
s , - 


nu depinde de mişcarea sursei care o emite. | 
Acesta este un principiu fundamental al mecanicii velalivisle, care a 

apărut în ştiinţă la începutul secolului XX. În această mecanică, spațiul 
şi timpul depind unul de altul şi ambele de materia în mişcare. Spatiul- 
timp al mecanicii relativiste este o varietate cvadridimensională a gcometrii- 
lor riemanniene. O consecință importantă a legăturii spațiului cu timpul 
Și cu mișcarea materiei este faptul că simultaneitatea evenimentelor este 
relativă şi nu absolută ca în mecanica newtoniană. Evenimentele simultane 
față de un sistem de referință, în anumite condiții de mișcare, nu siut 
simultane față de un alt sistem și în alte condiţii de mişcare. à 

Mecanica relativistă, prin conceptele și rezultatele. ci, corespunde mai 
bine decit mecanica newtoniană cu imaginea pe care, o avem astăzi despre 
natură. ră | po bnga j y“ 

„ Astfel, mecanica newtoniană nu poate explica fenomene care se pro- 
pagă cu viteze comparabile cu viteza luminii și care au putut fi explicate 
cu mecanica relativistă. i 


1 Materialismul dialectic, E.S.P.L.A., 1954, p. 295. i 

* Isaac Newton (1643—1727) unul din geniile omenirii. | 

3 În consecință, spațiul absolut, timpul absolut şi simultaneitatea absolu 
ale mecanicii newtoniene. A 

$ Albert Binstein (1879—1955). 
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Dar pentru vitezele folosite în tehnică și chiar în cosmonautică, care 
nu depăşesc a 20 000-a parte din viteza luminii, rezultatele aplicării meca- 
nicii newtoniene sînt pe deplin satisfăcătoare și extrem de puțin diferite 
de rezultatele obținute dacă s-ar aplica mecanica relativistă la rezolva- 
rea aceloraşi probleme. | | 

În consecință, se poate trage următoarea concluzie: în problemele 
în care corpurile au viteze foarte mici în comparație cu vileza luminii, se 
poate presupune că legăturile dintre spațiu, timp și materie, deși reale, 
sînt totuşi meesenţiale şi ca atare se poate să nu se țină seamă de aceste legă- 
turi şi să se folosească mecanica newtoniană pentru rezolvarea acestor 
probleme. Justificarea științifică a acestor neglijări se găseşte în procesul 
de abstractizare şi în gradul de aproximaţie cerut de practică. 

Se mai precizează următoarele : 

Spațiul mecanicii newtoniene este tridimensional şi euclidian, adică 
este nelimitat, continuu, omogen, izotrop iar geodezicele lui sînt linit drepte. 

Timpul mecanicii newtoniene este continuu, omogen, monoton crescător, 
ireversibil, fără început şi fără sfirşü. 
= Timpul are o singură dimensiune şi face legătura dintre procesele mate- 
riale în sensul succesiunii şi al duratei lor. 

Mişcarea mecanică se studiază în raport cu un reper, ca atare mişcarea 
mecanică are un caracter relativ. 

Prin reper sau sistem de referință se înţelege un corp care nu-și schimbă 
forma şi dimensiunile şi la care se raportează mişcarea mecanică. Spațiul 
concret al mecanicii newtoniene fiind tridimensional, înseamnă că, ducînd 
prin orice punct al spaţiului două drepte distincte oarecare, prin același 
punct nu se mai poate duce decit o singură dreaptă perpendiculară pe pri- 
mele. Se formează astfel un triedru care este denumit sistem de referință. 
De obicei în mecanică se foloseşte triedrul tridreptunghic drept. Studiul 
mișcării mecanice a corpurilor se face în raport cu acest sistem de refe- 
rință care se presupune fix. 

Caracterul relativ al mişcării mecanice trebuie înțeles în sensul că această 


mişcare poate fi observată în mod diferit din sisteme de referință diferite. 


Însă mişcarea mecanică, la fel cu mişcarea în general, este unică, este absolută 
în sine, ea există în mod obiectiv, independent de observator. 

Repausul absolut nu există în natură deoarece materia este în permanenlă 
mişcare. În mecanică se poate concepe doar repausul relativ, cazul în care 
corpul se mişcă la fel cu sistemul de referință la care se raportează mișcarea 
lui. 

Newton şi-a stabilit principiile pe care şi-a construit mecanica, presu- 
punînd existența unui reper fix. Totuşi, deoarece nimic nu este fix, ar fi 
însemnat ca mecanica newtoniană să fie fundamental greșită. Însă, rezul- 
tatele acestei mecanici, mai ales în, domeniul mişcării corpurilor cerești, 
au dovedit că principiile au fost corect enunțate, doar că în locul reperului 
fix trebuie să fie luat reperul heliocentric care are o mișcare aproape înerțială, 
adică de translație rectilinie și uniformă. 


Convenţie. 

Prin reper fix se va denumi în mecanica newtoniană un reper în repaus 
față de un reper considerat inerţial în problema studiată. 

Interacțiunea corpurilor este una dintre cele mai caracteristice mani- 
festări ale. materiei, Noţiunea. de interacţiune este foarte generală. Procesu- 
lui deosebit de complex de interacțiune i se asociază, în mecanică, două 
din însușirile mai importante ale materiei: gravitația şi inerția. 
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Gravitaţia este însușirea corpurilor în interactiune de a se atrage reciproc. | 


Inerția caracterizează tendința corpurilor de a-și menţine starea de miş- 
care sau de repaus și opunerea lor la acțiunea altor corpuri de a le modifica 
mișcarea sau starea de repaus. ip 

Cele două insușiri ale materiei, gravitația şi inerția se reflectă în noțiu- 
nea și mărimea de masă. Astfel, însușirii gravitaționale îi corespunde no- 
țiunea de masă gravifică, iar însușirii inerțiale îi corespunde cea de masă 
înevtă!, 

Fizicienii Eötvös şi Zeeman au dovedit experimental că ra- 
portul mărimilor celor două mase este constant şi că, alegînd unitățile în 
mod convenabil, masa gravifică este egală cu masa încrtă, 

Egalitatea lor oglindește strinsa legătură dintre cele două însușiri ale 
materici, gravitația şi inerția. 

Definiția mărimii de masă întilnită de obicei în mecanică newtoniană 
este: masa unui corp este măsura inertiei lui în miscarea sa de translație 


Li 2 


rectilinie și uniformă în raport cu un reper fix. 


Masa este o mărime scalară pozitivă, independentă de mișcarea corpu- 
lui?. 

Alte concepte ale mecanicii newtoniene. Procesul de abstractizare în această 
mecanică se continuă printr-o serie de simplificări, prin crearea unor modele 
care să aproximeze destul de. satisfăcător realitatea obiectivă. Așa după 
cum spațiul absolut și timpul universal absolut sînt modele satisfăcătoare 
pentru studiul mișcărilor cu viteze relativ foarte mici în comparație cu 
viteza luminii, tot astfel şi masa independentă de viteză satisface nevoile 
mecanicii newtoniene. Mai sînt şi alte modele folosite în această mecanică. 


— Punct material poate fi considerat orice corp solid ale cărui dimen- 
siuni, deformaţii, mişcări de rotaţie sînt neesențiale în raport cu alte elemente 
sau obiective ale problemei, în așa fel încît să fie neglijabile, într-un prim 
studiu aproximativ al mișcării corpului. În aceste condiţii, corpul poate fi 
asimilat cu un punct în care se Presupune concentrată întreaga masă a 
corpului (centrul de masă). ator 

Nu orice corp și nu în orice problemă poate fi asimilat cu un punct mate- 
rial ; astfel, Pămîntul în mișcarea sa pe orbită poate fi conceput ca un punct 
material pe cînd electronul în interiorul atomului, nu. 

— Sistem diseret de punete materiale poate fi conceput ca orice mulți- 

„me finită de corpuri asimilabile cu puncte materiale care se interacționează 
şi care sînt așezate în punctele unui domeniu. 

Masele corpurilor sînt presupuse concentrate în aceste puncte iar masa 
totală a sistemului este egală cu suma maselor punctelor materiale (fig. 1.1) 


» 
n 
m =: > m, 


ṣ$=1 


(axioma adunării maselor). 


— Continuu material este un corp în care un volum, oricît de mic, conţine 
materie. Dacă A (7) este un punct curent al domeniului, AV, un element 


1 Nu în înțelesul obișnuit de pasivitate. i ' 
1 În Teoria relativităţii restrinse se arată că masa corpului variază cu v, viteza 
Mo AgS 


FO» unde m, este masa de r A 
FE r e repaus 


lui: m = 
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Iig. 1.1. Fig. 1.2. 


de volum din jurul punctului A și Am, masa elementară distribuită acestui 
volum, prin definiție : 


dacă această limită există, este densitatea volumică din A (fig. 1.2). Masa 
totală a continuului este: 


m = | dm = | pdV, 
(D) (V) 


integrala fiind extinsă la întreg domeniul (D) al continuului tridimensional 
de volum V, unde p = p(7). | 

— Continuul material omogen este caracterizat prin independența densi- 
tății de poziţia punctului A, adică p = const., deci; 


m = pV. 


Sistemele materiale din natură nu sînt nici continue și, ca atare, nici 
omogene. 

— Solid rigid. Corpurile sînt toate deformabile, unele mai puțin, altele 
mai mult, deformațiile depinzînd și de felul cum ele sînt acționate. Corpurile 
care, după dispariția cauzei care le-a deformat, revin sensibil la forma și 
dimensiunile inițiale se numesc elastice, mai bine zis se găsesc în stare elastică, 
iar corpurile care, după dispariția cauzei deformării, revin prea puțin la 
starea inițială se numesc plastice sau sînt în stare plastică. 

În natură nu există corpuri perfect elastice sau perfect plastice. 

În mecanica newtoniană se foloseşte într-un prim studiu, modelul de solid 
rigid pentru corpurile solide care, față de acțiunile exterioare la care sînt 
supuse, au deformaţii neglijabile în raport cu aspectele esențiale ale problemei. 

Solidul rigid se caracterizează prin invarianța distanțelor reciproce ale 
punctelor lui și este definit ca un continuu material nedeformabil. 

Modele pentru corpuri care au una sau două din dimensiuni mici în compa- 
rație cu celelalte dimensiuni. Într-un studiu aproximativ dimensiunile relativ 
mici se neglijează ajungîndu-se la : | 

— membrana, un continuu material deformabil avînd numai două dimen- 
siuni ; 

— placa curbă sau plană, un continuu material nedeformabil cu două 
dimensiuni. | 

În acelaşi mod ca la continuul tridimensional, se scoate în evidență la 
continuul bidimensional, densitatea superficială, care poate fi variabilă sau 
constantă (membrană sau placă omogenă); 


D $ 
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— firul este un continuu material cu o 
singură dimensiune, perfect flexibil, dar inex- 
tensibil ; i da 

= — bara curbă sau dreaptă este un continuu 
material nedeformabil cu o singură dimensiune. 

Şi la continuul material unidimensional se 
poate concepe densitatea liniară, funcţie de po- 
ziția punctului curent sau independent de 
această poziție, pentru fire și bare omogene. 

Toate aceste modele nu reprezintă decit 
aproximativ corpurile considerate în problemele 
de mecanică, totuși ele trebuie să conțină acele 
caracteristici ale corpurilor care sînt esențiale 

pentru rezolvarea satisfăcătoare a acestor probleme. Folosirea lor permite 
aplicarea în rezolvare a unui instrument matematic de înalt nivel și cu 
mare precizie. Totuși, din cauza modelării, cu toată precizia lor mate- 
r matică, rezultatele nu oglindesc decît imperfect fenomenul real. 
În continuarea mecanicii newtoniene, alte discipline folosind modele per- 
fecționate pot obține rezultate mai apropiate de realitate, corspunzătoare 
gradului de aproximație cerut de aplicațiile tehnice. 


Tig. 1.3. 


Dofiniții din cinematica punctului! 


Traiectoria este mulțimea continuă a pozitiilor prin care trece, în timp, 
punctul mobil (fig. 1.3). | 
Ecuația vectorială a curbei este 


7 = 7(s) 
unde s este arcul măsurat de la originea arcelor A. 
Ecuația orară a mișcării este 
s = s(t), 


t fiind timpul. 
Ecuația traiectoriei conținînd şi legea mişcării este : 


7 ="). 


Viteza într-un moment ¢ a punctului mobil este o mărime vectorială care 
caracterizează direcția tangentă la traiectorie, sensul, în sensul vectorului şi 
drumul parcurs în unitatea de timp, avînd expresia : 


Tipuri de mișcări: . | 

— umiformă : d = Ç, traiectoria nu poate fi decît o linie dreaptă; 
„— rectilinie variată, viteza este variabilă ; 

— curbilinie Pseudoumiformă, |ă| =c; 

— curbilinie variată. 


1 Fiind necesare pentru înțelegerea principiilor fundamentale ale mecanicii newtoniene, 
sint prezentate și aici, 
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Accelerala într-un moment ! a piinetului:-mobil este viteza de-variaţie : 
vectorului viteză și se exprimă prin: upea 


v . 3; .. 
di 2 


Daca O tE cel Sir uniformă J = T, accelerația este nulă: a = ¿= 0 
n toate celelalte cazuri mişcarea punctului se face cu ti qifari 

cu acce : diferită 
de zero. leraţie diferită 


1.A. PRINCIPIILE FUNDAMENTALE ALE MECANICII NEWTONIENE 
ŞI PROBLEMELE EI | 


1,A.1. Principiul inerţiei (I) 

„Un punct material izolat în spațiu are, în raport cu un reper fix, o mișcare 
uniformă. 

Observaţii şi consecințe | 

„Nu există punct material și nici izolare în spațiu, astfel că principiul iner- 

Hiei nu poate fi verificat direct. Valabilitatea. acestui principiu este verifi- 
cată indirect prin consecințele aplicării lui corecte. 

Coexistenţa în spațiu şi timp a corpurilor este urmată de acțiuni reciproce 
ale lor. 
Dintre multiplele şi complexele efecte ale interacțiuni 
pe cele mai simple : 

— modificarea mişcării mecanice ; 


— modificarea formei corpurilor. 

Sub forma cea mai simplificată, asociind-o cu principiul inerțici, modifi- 
carea mişcării mecanice înseamnă scoaterea punctului material din mişcarea 
sa în virtutea inerției, imprimîndu-i-se O acceleratie. 

Accelerația caracterizează aspectul pur mecanic al interactiunii. 

Tot sub forma cea mai simplificată, de pildă pentru un sistem de douä 
puncte materiale care se interacționează, un al doilea efect al interacțiunii 
este deformația sistemului, adică mărirea sau micșorarea distanței dintre cele 
două puncte. În general, un asemenea sistem se deformează. Însă, mai există 
şi posibilitatea ca, în anumite condiții speciale, sistemul să nu se deformeze, 
adică dacă unul din punctele materiale este considerat fix, celălali să descrie 


un cerc avînd primul punct material ca centru. l 
În aceste condiții, interacțiunea se manifestă numai prin imprimarea une? 
aspectul mecanic. 


doilea punct material, adică numai prin ai 
e materiale ale sistemului se modifică, 
menul de deformare a sistemului care 


ai simplă, unul din aspectele neme- 


lor, mecanica studiază 


accelevații celui de al 

Dacă însă distanța dintre punctel 
pe lîngă accelerație mai apare şi feno 
va reprezenta, se înțelege, sub forma cea m 
canice ale interacțiunii, 


Forja. Aspectul mecanic al interacțiunii, în orice moment se reflectă în 
noțiunea şi mărimea de forță care caracterizează în direcție, sens și intenst- 
tate acțiunea unui sistem material asupra unui punct material căruia îi modi- 


fică mişcarea, adică îi imprimă o accelerație. 
Forța este una din cele mai importante Şi 
Newton şi-a fundamentat mecanica. Folosirea 


importante simplificări studiului mișcării mecanice, 


i mai subtile noţiuni pe care 
acestei noţiuni a adus 
Însă, deseori s-a făcut 


| 
pi apti 
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o gravă eroare identificîndu-se complexul proces de interacțiune care se. 
produce în spațiu și timp cu forța care nu este decît o caracteristică momen- 
tană (instantanee) a interacțiunii. | 

Forța, în procesul de interacțiune, face legătura dintre forma mecanică si 
alte forme nemecanice de mișcare a materiei. id 

Cînd asupra particulei, asimilată cu un punct material, acționează un sis- 
tem material oarecare printr-o forță, pentru simplificarea exprimării se 
spune că asupra punctului material acționează o forță. De asemenea, dacă 
particula face parte dintr-un solid rigid, se spune că o forță este aplicată 
solidului rigid. În acest fel în mecanică se face abstracție de natura fizică 
a forţei, care poate fi deosebit de variată, de pildă : cîmpurile gravitaționale 
şi electromagnetice, elasticitatea corpurilor, presiunea și rezistența unui 
fluid, trecările dintre solide etc. | 

În trecut, asemenea abstractizări au înlesnit pătrunderea concepției ide- 
aliste după care forța ar fi o cauză nematerială a mișcării materiei care ar fi 
inertă, în sensul că nu s-ar mișca decît acționată de forțe. 

Filozofia materialistă bazată pe ştiinţa contemporană a stabilit că: 
mișcarea este modul de existență a materiei, iar forta are întotdeauna un sub- 
strat material şi este o caracteristică obiectivă a interacțiunii. 

În afară de principiul inerţiei (I), în care nu intervine noţiunea de forță, 
la baza mecanicii newtoniene mai stau următoarele trei! principii : principiul 
acțiunii (II), principiul egalității acțiuni şi reactiunii (III) şi principiul 
Paralelogramului forțelor (LV). 


1.A.2. Principiul acţiunii forței (l1) 


O forță imprimă unui punct material de masă independentă de mișcare, 
o accelerație? egală cu raportul dintre intensitatea forței și masa punctului. 


Observații şi consecințe 
Accelerația este o mărime vectorială (â), legată de punctul material M, 
iar masa (m) o mărime scalară pozitivă; în consecinţă, forța F, cauza ac- 
celeraţiei, este şi ea o mărime vectorială avînd pe M ca punct de aplicație, 
aceeași direcţie şi acelaşi sens cu d (fig. 1.4) iar ca expresie: 
F = mă. (1.1) 


Se precizează că (1.1) nu este, definiția forței ci 
expresia principiului II al mecanicii newtoniene. 

Principiul se extinde şi la punctul cu masa 
variabilă, expresia lui fiind în acest caz: 


' F = 42. (1.2) 
| dt 
á Relația (1.1) scrisă sub forma : 
tem) mă —F =0 (1.3) 
Fig. 1.4, este ecuaţia fundamentală a mecanicii newtoniene. 


1 Deseori şi perfect justificat, unele observații sau consecinţe care însoțesc prezentarea 
lor, avind și ele un caracter principial, sînt enunțate tot ca principii. 
2 În raport cu un reper fix. 
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Scriind expresia (1.1) sub forma: 


ă = 


zj 


se poate observa că, cu cît m este mai mare, cu atit o aceeași forță îi imprimă 
punctului material o accelerație mai mică, adică cu atît.și opunerea punctu- 
lui material, la acţiunea de modificare a vitezei lui, este mai mare, 

Această observaţie poate da o explicaţie inerției corpurilor în mişcare 
(repaus) și justifică denumirea de masă înertă în mișcarea mecanică a ma- 


tenei. 


Masa gravifică apare în mecanica newtoniană la legea gravitației univer- 
sale, dedusă de Newton din observaţiile lui Kepler. Scrisă sub forma : 


— p Pia 
|F| =k ce a ui (1.4) 
exprimă forța de atracție reciprocă a două corpuri, asimilate cu două puncte 
materiale, situate la distanța d între ele și avînd masele gravifice m, și ms, 
3 
k fiind constanta universală (Gauss) de valoare 6,664 . 1071 —= 


kg 
pendentă de corpurile care se atrag (fig. 1.5). 


Dacă se notează cu T forța cu care Pămîntul atrage un punct material . 
de masă m, situat la suprafața lui, ecuația (1.4) s-ar scrie sub forma : 


inde- 


s2’ 


IT = 7 (1.5) 


R 
unde R este raza Pămîntului, iar M este masa lui presupusă concentrată în 
centrul lui de masă. 

Dacă Pămîntul ar fi un reper inerţial, pe baza egalității numerice a masei 
gravifice cu masa inertă s-ar putea scrie şi ecuáția : 


mp — TI =0 (1.6) 


la fel ca (1.3), unde 3 este accelerația gravității. 

Dar Pămîntul nu poate fi conceput ca reper inerţial în special din cauza 
mișcării sale de rotaţie în jurul axei polilor. Din această cauză, pentru un 
observator de pe Pămînt, asupra punctului material ar acţiona atît T, cît 


şi o forță Ç, denumită centrifugă, dînd ceea ce se numește greutatea G la 
suprafața Pămîntului : 


G = my +T, 
iar ecuaţia fundamentală la suprafața Pămîntului devine : 
mg — G=0 (1.7) 


unde g este accelerația greutății. 

Cea mai importantă completare care 
trebuie făcută atît la enunţul principiu- 
lui II, cît și la observaţiile precedente 
are următorul enunț : 

Efectul unei forțe nu depinde de starea 
de mişcare a punctului material şi nici de 
acțiunea altor forțe aplicate lui. 


C(m,) e Ca (m2) 
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` M'(mi) 


| i mim) id : i i 
Fig. 1.6. Fig. 1.7. | 
să i e ea f 

Adică, indiferent dacă punctul M(m) se mișcă'(5 3 0) sau este i 
(9 me E .. aria ră de zn asupra punct WE M pe E 
independent și de faptul dacă asupra lui mai acti ă A 
forță (fig. 1.6). pP acționează sau nu vreo altă 
Această completare are caracterul unui principiu: j i 
acpiunii foriei, abuz pc al atena 


1.A.3. Principiul egalității acţiunii și reacţiunii (lil) 

Sp Forţele de interacțiune reciprocă a două puncte materiale sînt cgale şi direct 
use. | 

Observații şi consecințe 


Se întelege că aici este considerat numai aspectul mecanic al interacțiunii. 
Dacă punctul material M(m) este acționat din afară (de celălalt punct 
material) cu forța F, efectul mecanic asupra lui este: 


Li 


af 


ă = 


adică imprimă acceleraţia &, scoţindu-l din mişcarea pe care ar fi avut-o M 
în virtutea inerției dacă ar fi fost izolat. La rîndul lui, M acţionează asupra 
lui M'(m') cu o forță F’ egală şi direct opusă lui F (fig. 1.7). Cele două forțe 
se găsesc pe același suport și în plus mai satisfac şi condiția : 


F+EF'=0. (1.8) 


Dacă se studiază mișcarea punctului M, atunci F reprezintă acțiunea 
din afară asupra lui, iar F’ se consideră reacţiunea lui M asupra lui M’, 
care în această problemă este agentul (cel care acționează). 

Reacţiunea punctului material M față de acțiunea celuilalt punct mate- 
rial M’ (agentul), care tinde să-i modifice mișcarea sau repausul, adică tinde 
să-l scoată din „inerția” lui, este numită forță de inerție şi este aphcată 
punctului M’, adică exclusiv agentului. 


1.A.4. Principiul paralelogramului forțelor (IV) 


Dacă două forțe acționează simultan asupra unui punct material, efectul 
lor comun este acelaşi cu efectul unei a treia forțe care ar actiona singură asupra 
Bunctului material în direcția, sensul și cu mărimea diagonalei paralelogra- 
mului avînd ca laturi cele două forțe aplicate punctului material. 
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Observaţii şi consecinţe 
= Cu ajutorul caracteristicilor cunoscute ale 
forțelor F, şi F, care acționează simultan 
asupra punctului material M, folosind o scară 
convenabilă, se construiesc vectorii MA și 
MB (fig. 1.8) care reprezintă aceste forţe. __ 
Dacă se completează  paralelogramul 


MABC, vectorul MC reprezintă, la aceeași 

scară, cea de a treia forță œR, care, dacă ar acționa singură asupra 

“lui M, ar produce același efect cu efectul comun al forțelor F, şi Fa. 
Relaţia vectorială a principiului paralelogramului este : 


F+E=R (1.9) 


completată cu faptul că forțele acționează punctul material M. De aceea 
R se numeşte rezultanta forțelor F, şi F, care sînt componentele forței R. 

Dacă nu se precizează că forţele sînt aplicate aceluiași punct material M 
relația. (1.9) nu reprezintă altceva decât o însumare vectorială. 

Deseori, principiul paralelogramului forțelor este omis din rîndul princi- 
piilor mecanicii newtoniene, fiind aplicat sub forma regulii de însumare vec- 
torială. În acest fel se confundă rezultanta cu suma, se pierde din vedere că 
la baza calculului vectorial (disciplină matematică) a stat mecanica newto- 
niană (disciplină fizică) şi nu invers. De altfel şi Newton a enunțat după 
primele trei principii (pe care le-a denumit axiome sau legi) şi două corolare 
care justifică completarea principiilor cu cel al paralelogramului forțelor. 
Încercările.-făcute ulterior de a demonstra matematic acest principiu nu au 
dat rezultate. 

Şi la acest principiu este de făcut completarea că acțiunea unei forțe este 
independentă de mișcarea punctului material M și de efectul produs de cea- 
laltă forță. 

Cîmpul de aplicare al acestui principiu este larg. Sub forma principiului 
suprapunerii, efectelor el este întîlnit şi în alte discipline, avînd însă o valabi- 
litate condiționată. 

În cazul particular în care: 


F, + Fa=0, 


forțele aplicate punctului material M sînt egale şi direct opuse, ele au asupra 
punctului material acelaşi efect ca şi forța F = 0, adică efect nul, ca şi cum 
punctul material ar fi izolat. În acest caz punctul material se mișcă în virtu- 
tea inerțici, iar dacă era în repaus, rămîne în această stare. Acesta este cazul 
forțelor în echilibru. Realizarea unor experienţe de acest fel constituie vert- 
ficări indirecte ale principiului inerției, 

Două puncte materiale se interacționează reciproc cu forțele F şi F” 
egale și direct opuse: ` 


Fig. 1.8. 


F-+F'=0. 


Aceste forțe nu se echilibrează, deoarece ele nu acționează asupra aceluiași 
punct material, 


1 Astfel, în Rezistența materialelor, domeniul de valabilitate este condiționat de aplica- 
bilitatea şi după însumare a legii lui Hooke, 
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| Problema directă. Se cunoaşte mişcarea sau poziția de repaus în raport cu | 
un reper fix a unui punct material, să se determine caracteristicile forțelor 
care acționează punctul. | 
Problema inversă. Se cunosc forţele care acţionează un punct material, să 
se determine mișcarea sau poziţia de repaus în raport cu un reper fix : 
punctului. Pentru a găsi soluția unică a problemei inverse, mai trebui 
cunoscute și condiţiile iniţiale! ale mişcării | 
Problema mixtă. Se cunosc unele din caracteristicile mișcării, sau ale 
poziţiei de repaus, în raport cu un reper fix şi unele din caracteristicile 
forțelor care îl acționează, să se determine caracteristicile necunoscute. | 


1.A.5. Probleme generale ale mecanicii punctului material 


3 gdică: poziția inițială (74) şi viteza iniţială (o). ` 
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Capitolul 2 


REDUCEREA SISTEMELOR DE FORŢE. ELEMENTE DE 
TEORIA VECTORILOR ALUNECĂTORI O 


© 2A. PREZENTAREA TEORETICA . 
2.A.1. Forța, 


Forța, o caracteristică importantă a interacțiunii corpurilor, este o 
mărime vectorială. Are punct de aplicație, direcție, sens și intensitate (mă- 
rime). Se convine a se considera ca punct de aplicație, un punct material 
al corpului acționat. Deoarece corpurile sînt deformabile, forța poate fi re- 
prezentată numai printr-un vector legat de punct. 

Una din problemele de bază ale mecanicii este reducerea sistemului de 
forțe aplicat unui corp, adică găsirea unui sistem de forțe cît mai simplu cu 
putință şi care să fie echivalent (să producă acelaşi efect) cu sistemul inițial. 
Dacă forțele acționează corpuri deformabile, operația de simplificare se 
poate folosi numai în cazul forțelor care au același punct de aplicație. La 
baza operației stă principiul paralelogramului forțelor. Un sistem de forțe 
concurente în același punct este echivalent — și se poate înlocui — cu o 
forță unică : rezultanta sistemului. Uneori, rezultanta poate fi nulă ; atunci 
sistemul de forțe se echilibrează. 

cazul corpurilor solide, la care deformaţiile rezultate din acţiunile for- 
telor sînt neesențiale pentru problemele de mișcare mecanică, se poate recurge 
la modelul de solid rigid. În acest caz forța poate fi reprezentată printr-un 
vector alunecător. Adică oricare din forţele care acționează solidul poate fi 
deplasată prin alunecare pe suportul ei, cu condiția ca noul punct de aplicație 
al forței să fie tot un punct al solidului sau legat rigid de acesta. 


Observație 
In nici o ipoteză fizică forța nu poate fi reprezentată printr-un vector liber. 


2.A.2. Reducerea sistemului de forțe 


Reducerea unui sistem de forțe la un sistem echivalent, dar cît mai 
simplu, se face cu ajutorul următoarelor cinci operaţii elementare de echi- 
valență : | , 

— alunecarea forței pe suportul ei; l 

— înlocuirea a două forțe concurente prin rezultanta lor : { 

— suprimarea a două forțe egale şi de sens contrar aplicate în același 
punct (forțe direct opuse) ca avînd o rezultantă nulă, adică avînd un efect 
nul ; N f | . n 
— adăugarea unui sistem de două forțe direct opuse, avînd un efect nul; 

— înlocuirea unei forțe prin cele două componente rezultate din descom- 
„punerea ei după două drepte concurente în acelaşi punct pe suportul forței 
i situate în acelaşi plan cu forța. | i | 
i La baza acestor operaţii elementare de echivalență stau : modelul de solid 
rigid, principiul paralelogramului forțelor şi consecințele imediate ale acestui 

3 
principiu. 
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2.A.3. Cuplu de forţe | | 
Dacă asupra unui solid rigid ar acționa două forțe cu suporturile para-! 


lele, prin aplicarea operaţiilor elementare de echivalență acest sistem de! 
forțe se poate reduce în general la o rezultantă unică. Sistemul nu se poate 
echilibra decît dacă forțele ar fi egale şi direct opuse. Uneori, însă forțele 
sînt astfel încît oricît și oricum s-ar aplica operaţiile de echivalență sistemul 
nu este reductibil la o rezultantă unică. Acest caz special apare numai dacă 
cele două forțe sînt egale, de sens contrar și situate pe două Suporturi para- 
. lele distincte. Sistemul constituie un nou element mecanic — după forță 


— şi se numeşte cuplu de forțe. 


Observație 
Efectul unui cuplu de forțe aplicat unui solid rigid diferă de efectul unei 
singure forțe aplicată aceluiași solid, în aceleași condiții. 


2.A.4. Torsorul de forţe 


Dacă asupra unui solid rigid ar acționa două forțe cu suporturile nesi- 
tuate în același plan, orice operaţii de echivalență s-ar aplica acestui sistem, 
el este ireductibil. Sistemul nu se echilibrează, nu se poate reduce la o rezul- 
tantă unică şi nici la un cuplu de forțe. În schimb, acest sistem poate fi 
întotdeauna înlocuit printr-un sistem compus dintr-o forță şi dintr-un 
cuplu de forțe, forța nefiind situată în planul cuplului. Acest sistem se 
numeşte torsor de forțe şi este cel de al treilea element mecanic ireductibil. 

Efectul unui torsor aplicat unui solid rigid este cu totul altul decît al 
unui cuplu sau al unei singure forțe aplicată solidului, în condiții mecanice 
identice. | 

Observație 

Dacă forța F ar fi situată în planul (P) al cuplului, este evident că sis- 
temul nu ar mai constitui un forsor veritabil, deoarece aplicînd operaţiile ele- 
mentare de echivalență s-ar obține, întotdeauna, reducerea sistemului la 
o rezultantă unică. 

Reciproc, orice forță F, de pe suportul ei (D), poate fi înlocuită printr-un 
sistem compus dintr-o forță egală cu F, dar situată pe un suport paralel 
(D”) şi un cuplu de forțe (F, F') al cărui plan (P) este determinat de cele 
două suporturi paralele (D) şi (D') (fig. 2.4.1). , 

Pentru aceasta, este de ajuns ca pe o dreaptă (D”) paralelă cu (D) să se 
aplice forțele F şi F’, astfel ca: 

F+F'=0. 

Forţa F de pe (D) cu F” formează un cuplu care, împreună cu forța F de 
pe (D”), reprezintă un sistem de forţe echivalent cu forța F de pe (D), forță 
de la care s-a pornit. Şi acest sistem — O forță şi un cuplu de forțe — se 
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poate numi torsor. Însă acest torsor fiind reductibil, nu este un torsor veritabil 
şi va fi denumit torsor formal. 

“Torsorul formal stă la baza unei metode de reducere a unui sistem oarecare 
de forțe aplicat unui solid rigid. | 


2.A.5. Vectori alunecători 


În mecanică, în afară de forţe se mai întîlnesc și alte mărimi care pot fi 
reprezentate prin vectori alunecători care vor necesita operaţii de reducere. 
De aceea, în cadrul lucrării de faţă, s-a extins problema reducerii unui sis- 
tem de forțe acționînd un solid rigid la aceea a reducerii unui sistem de 
vectori alunecători. 

Pentru ca această extindere să dea rezultate valabile, este necesar ca mări- 
milor reprezentate prin vectori alunecători să li se poată aplica definițiile 
şi operațiile elementare de echivalență care se aplică forțelor acționînd un 
solid rigid. 

Caracteristicile unui vector alunecător sîn: dreapta suport, sensul și 
mărimea. Oricare din punctele dreptei suport poate fi considerat ca origine 
a vectorului, iar direcţia vectorului este aceeaşi cu direcția dreptei suport. 
Dacă (D) este dreapta suport iar V un vector liber, care prezintă pe lingă 
direcție şi celelalte caracteristici ale vectorului alunecător, adică sensul şi 
mărimea, vectorul, alunecător poate fi notat simbolic prin (V, D). 


2.A.6. Momentul unui vector alunecător în raport cu un punct 
Momentul unui vector alunecător (V, D), în raport cu un punct 0, 
este prin definiție: 
Mo = 7 Xx y, 
un vector legat de punctul O (fig. 2.A.2), perpendicular pe planul (P) determi- 
nat de suportul (D) şi punctul O, orientat în sensul în care observatorul 
avînd picioarele în O şi capul plasat în sensul vectorului moment vede 


originea vectorului alunecător la dreapta sa și virful acestuia la stînga sa. 
Modulul este: 


Mol = 47|, 


d fiind distanța de la O la (D). _ 
Proprietățile momentului vectorului alunecător (V, D) în raport cu un 
punct O sînt: | 


— My este invariant în raport cu operaţia de alunecare a vectorului pe su- 
port. 


— Mo este nul, V nefiind nul, dacă (D) trece prin O. 


Fig. 2.A.2 


D 3 rii 
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— Împreună cu V ca vector liber, 
alunecător (V, D). 


— (V, M o) sînt coordonatele vectoriale în i j 
. C oriale, în raport cu reper í sio f 
în O, ale vectorului alunecător. sia ul avînd originea 


— Triedrul (7, V, M o) are aceeaşi orientare cu triedrul drept 


„Observaţie 


Sd . v vv Lă . . 
Noțiunea de moment este fără semnificație pentru un vector liber 


2.A.7. Momentul unui vector alunecător in raport cu o axă 


Momentul unui vector alunecător (7, D) în raport cu o axă (A) este 
prin definiție, proiecția ortogonală pe (A) a momentului Meo, în raport cu 


un punct oarecare O al axei (A), a vectorului (V, D) (fig. 2. A.3), adică: 
Ma = praM, 
Convenție 


Deoarece proiecția unui vector pe o dreaptă sau pe un plan este un vector, 
proiecția putîndu-se face ortogonal sau paralel cu o direcţie dată, se convine 
că proiecția ortogonală! pe o axă este łot un vector şi nu un scalar, deoarece 
proiectarea este în primul rînd o operație geometrică și în al doilea rînd se 
determină valoarea scalară, în raport cu axa, a momentului și care se obține 
folosind produsul scalar: 


Mü = Mi; M, = Maă, 
unde 7 este versorul axei (A). 


Consecinţță 


Momentul unui vector alunecător (V, D) în raport cu o axă (A) mai 
este şi momentul proiecției vectorului pe un plan perpendicular pe axă, în 
raport cu punctul în care axa înțeapă planul. Adică: 

M, =a X7. 

Proprietățile momentului vectorului 
alunecător (V, D) în raport cu axa (A) 
sint : 

— M, este un vector alunecător, fiind 
invariant în raport cu poziția punctu- 
lui O de pe axa (A). 

— M, este invariant în raport cu ope- 
rația de alunecare pe suport a vec- 
torului (V, D). | 

— M, este nul, Ñ nefiind nul, ori de 
cîte ori suportul (D) şi axa (A) sînt 
în acelaşi plan. 


„+ sau oblică, 
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2 A8. Teorema momentelor (Varignon)! 


Dacă un sistem de vectori alunecători se reduce la un vector vezultant 
unic, momentul vectorului rezultant este egal cu momentul vezultant al siste- 
mulut. 


Definiţie. Momentul rezultant, în raport cu un punct sau o axă, este suma 
vectorială a momentelor, în raport cu același punct sau aceeași axă, a vecto- 
rilor alunecători ai sistemului. | 


Observaţii: 
a) Cu ajutorul teoremei momentelor se poate determina suportul vecto- 


rului rezultant al unui sistem dat de vectori alunecători. 


b) Dacă un sistem de vectori alunecători se reduce la un cuplu, este evi- 
dent că nu se poate aplica teorema momentelor, deoarece nu există vector 
rezultant. În schimb apare o proprietate deosebit de importantă, și anume, 
momentul vezultant al unui sistem de vectori alunecători care se reduce 
la un cuplu este invariant în raport cu poziția punctului față de care se calcu- 
lează momentele vectorilor sistemului. 

Proprietățile cuplului de vectori alunecători sînt : 

— Momentul rezultant al celor doi vectori alunecători ai cuplului, în raport 
cu orice punct din spațiu este un vector invariant care se numește momentul 
cuplului. El este un vector liber perpendicular pe planul cuplului avînd 
sensul astfel încît un observator (fig. 2.4.4), aşezat între suporturile celor 
doi vectori ai cuplului, cu capul în sensul vectorului moment, să vadă ori- 
ginile vectorilor la dreapta sa și extremitățile lor la stînga sa, sau astiel 


încât triedrul construit cu vectorii A'A, V, M să fie un triedru drept, 
iar modulul |M | = |7 | d, unde d este distanța dintre suporturile paralele 
ale celor doi vectori ai cuplului. 


— Yectorul M caracterizează cuplul şi reprezintă măsura lui. Dacă cuplul 
este compus dintr-o pereche de forțe aplicate unui solid rigid, momentul 
măsoară efectul acestui cuplu de forțe în mișcarea de rotație a solidului. 


Unui cuplu de vectori alunecători i se pot aplica următoarele operații 
de echivalență : 

Să fie deplasat prin translație 
în planul său sau în alt plan 
paralel. 

Să fie rotit în jurul unui ax 
perpendicular pe planul său. 

Să fie deformat prin modifi- 
carea modulului vectorilor |V | 
și a distanței d dintre suporturi 
cu condiția să nu se schimbe 
nici sensul cuplului și nici mo- 
dulul momentului său. 


Fig. 2.A.4 


1 Stabilită de Varignon (1654—1722) pentru un sistem de forțe se extinde şi 
asupra unui sistem de vectori alunecători. Teorema este o consecință a distributivităţii 
produsului vectorial. = 

2 Se dă şi următorul enunț concis: Momentul rezultantei este egal cu momentul rezul- 
tant, îu scopul precis de a se evita confuziile care se fac deseori. 
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Două cupluri avind momente egale (ca vectori) sint echivalente, devarece ; 
prin operații de echivalență aplicabile atît cuplurilor cît Şi vectorilor alune- i 


cători se poate transforma unul în celălalt. 


2.A.9. Reducerea unui sistem de n vectori alunecători 
cu suporturi concurente 


Dacă (V, D,), unde î = 1,2,3... n, reprezintă cei n vectori alunecă- 
tori ale căror suporturi trec printr-un punct A, sistemul se reduce la un 
vector rezultant unic: 


al cărui suport trece şi el prin A. 


Acest rezultat se obține aplicindu-se, de cîte ori este nevoie, operațiile 
elementare de echivalență sau „construindu-se poligonul care reprezintă 
suma vectorială V a vectorilor Ț, ca și cum ar fi vectori liberi, iar apoi 
ducindu-se prin A o paralelă cu direcția lui Ñ și care va fi suportul vecto- 
tului rezultant unic. 

Observaţii 

Dacă poligonul se închide, Ț = O, iar sistemul de vectori alunecători este 
echivalent cu zero (în cazul forțelor acţionind un solid Tigid, sistemul se 
echilibrează). 

Dacă punctul A nu se află în cadrul desenului, pentru determinarea 
suportului, se aplică teorema lui Varignon care va da momentul vectorului 


rezultant unic ca fiind egal cu momentul rezultant al sistemului de vectori 
alunecători dat: 


n 
7xV=57x7, 
i=l 

unde 7, reprezintă vectorul de poziție al unui punct A, al suportului (D,) în 
raport cu un reper cu originea într-un punct arbitrar 0, toți vectori cunos- 
cuți, iar 7, singura necunoscută a ecuației vectoriale, este vectorul de poziție 
al unui punct oarecare al suportului vectorului rezultant unic. 

Rezolvarea vectorială sau analitică permite determinarea suportului 
(D) şi deci a vectorului rezultant unic (V, D). 


2.A.10. Reducerea unui sistem de cupluri de vectori alunecători 


Dacă M, unde i = 1,2,3 ... n, reprezintă momentele celor # cupluri, 
sistemul se reduce, în general, la un cuplu vezultant al cărui moment este : 


ga. 


i=l 


Deoarece momentul JI, al unui cuplu este egal cu momentul rezultant al 
vectorilor (Y, D,) şi (7; D,), momentul cuplului vezultant este egal cu mo- 
mentul rezultant al tuturor vectorilor cuplurilor sistemului în raport cu orice 
punct O ales arbitrar. 
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Observaţii 
Dacă M = 0 sistemul este echivalent cu zero. 


Deoarece V, + P! = 0 pentru fiecare cuplu şi cum Y =) Y, iar V’ = 


i=l 
= SSV, rezultă: P+P'=0, 


i=l 
Un sistem de cupluri de forje aplicate unui solid rigid se echilibrează dacă 
momentul cuplului rezultant este nul. 


2.A.11. Reducerea unui sistem oarecare de n vectori alunecători 

cu suporturi dispuse oricum în spațiu 

Se notează acest sistem de vectori cu (V,„ D,), unde i poate lua orice 
valoare întreagă între 1 şi 7. 

Se consideră un punct O oarecare în spațiu. 

Se aplică metoda torsorului formal, iar punctul O primeşte denumirea de 
centru de reducere. Cînd se trece la exprimarea analitică, acest punct devine 
originea sistemului de referință (de obicei cartezian). Dacă vectorului (7, D,) 
i se adaugă în O vectorii V, şi V! (fig. 2.A.5) astfel încît: Y, + V; = 0, 
‘sistemul celor trei vectori este echivalent cu (V,, D,). 

_ Deci oricare din vectorii (V, D,) este echivalent cu vectorul echipolent 
Y, cu originea în O la care se adaugă cuplul (V, din A, și V; din 0), de 
moment : 

| M, =7, x V; 
Deci (V,, D,) a fost înlocuit cu un torsor formal, echivalent cu V, D). 

Aplicînd aceeași operație și celorlalți vectori alunecători ai sistemului 
(i = 1,2,3 ... n), se obține un sistem de n torsozi formali compuși din n 
vectori Vi = 1,2, 3... n) cu originea în O și din n cupluri de vectori 
alunecători de momente M, sistem echivalent cu sistemul celor m vectori 
alunecători inițial considerat. 

Reducînd cei n vectori Vu(i = 1,2,3 ... n) cu originea în O, se găseşte 
vectorul vezultant cu originea în O al sistemului : 


la care trebuie adăugat şi cuplul rezultant al celor v cupluri al cărui moment 
este : 


n n : 
M = 5> M, = > 7, Xx F; E 
j= 


i=l 


adică momentul cuplului rezul- . 
tant este chiar momentul rezul- 
lant, în raport cu centrul O al 
sistemului considerat de vectori 
alunecători, sistem care în acest 
fel este echivalent cu un torsor, 
de vectori alunecători reprezen-: 
tat prin V şi 
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Observaţie importantă 
Nu se va confunda cuplul cu momentul care îl reprezintă și care nu este 
decit măsura cuplului. 


2.A.12. Invarianţii reducerii 


Primul invariant al sistemului de vectori alunecători este vectorul rezul- 
tant, deoarece acesta nu depinde de centrul de reducere. 
Momentul rezultant nu este, în general, un invariant (fig. 2.A.6) 


Astfel, într-un nou centru de reducere O”, 
momentul rezultant al sistemului este: 


M' = M +00 x7, 


în schimb, proiecția ortogonală a mo- 
mentului rezultant pe direcția vectoru- 
lui rezultant este cel de al doilea inva- 
riant al sistemului, adică : 


Altfel spus : momentul rezultant în raport 
cu axa vectorului rezultant nu depinde de 
Fig. 2.A.6. centrul de reducere. 


2.A.13. Discuţia reducerii pe bazu invarianţilor V şi M, 


Cazul 1: 


Cazul II: 


Cazul III: 


Cazul IV: 


V #0, M +0, sistemul de vectori alunecători (V, D), unde 
t = 1,2,3... n, este echivalent în orice centru de reducere 
cu un forsor veritabil. _ 

V 70, M, =0, proiecția momentului rezultant 7 pe direcția 
lui V fiind nulă, torsorul nu mai este veritabil, iar sistemul este 
echivalent cu un vector rezultant unic. 

Dacă, în particular şi M = 0, înseamnă că vectorul rezultaut 
trece prin 0, centrul de reducere ales. 

V = 0 în orice centru de reducere, dar M’ = M =C, adică 
momentul rezultant este el acum cel de al doilea invariant. 
Sistemul se reduce la un cuplu al cărui moment este momentul 
rezultant al sistemului. 

V =0, M = 0, sistemul este echivalent cu zero, în orice centru 
de reducere. 


Observaţie | 
În cazul unui sistem de forțe aplicat unui solid rigid 


V=0, M=0 


sînt condițiile vectoriale, necesare și suficiente, pentru echilibrul sistemului 


de forţe. 


2.A.14. Axa centrală | 

Axa centrală a unui sistem de vectori alunecători este, prin epp 
locul geometric al centrelor de 1educere în care torsorul echivalent i: e 
de vectori &lunecălori este minimal, adică momentul rezultani al sistemului 
M este egal cu M, în aceste centre de reducere. 


4. 
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Sau altfel: în aceste centre de re- 
ducere momeniul rezultant este coliniar 
cu vectorul vezullant al sistemului. 

Pentru determinarea axei centrale 
a_unui sistem de vectori alunecători 
(Ve Da) se calculează, într-un centru 
arbitrar O de reducere (fig. 2.4.7), 


n 


vectorul rezultant V = DV, Şi mo- JA % 
e _ în") 
mentul rezultant M = >7, x V, ale Fig. 2.4.7. 


t=l1 
torsorului echivalent cu sistemul. 
Se caută un nou centru de reducere O' cu vector 


în care M’ să fie minimal. A N 
În centrul O, M are două componente: M, şi p, prima dirijată după V, 


iar cealaltă după perpendiculara pe Ț în planul (V, M). În centrul O' trebuie 
ca M' să se reducă numai la M, adică: l 


M =ĦmM+00 xV =M, +p- 7XxÝY 


din care se obține condiția : 


de poziție necunoscut 7, 


7XV=e, 

o ecuaţie vectorială avind pe 7 ca necunoscută. E 
Uncori este mai comod să se exprime că M’ este colinear cu V. = 
Alteori se exprimă M analitic și se pun condițiile de minim pentru M* 

ca funcție de coordonatele x, v, z ale centrului necunoscut de reducere O'. 
Observaţie 
Axa centrală este o dreaptă, iar în cazul unui sistem de forțe 

aplicat unui solid rigid în repaus, acțiunea torsorului minimal se poate 

asocia cu deplasarea unui şurub în raprt cu piulița, sau mai general, 
cu o mişcare elicoidală. 


2 A.15. Reducerea unor sisteme particulare de vectori alunecători 


Vectori eu suporturile situate în acelaşi plan. În raport cu O, un centru 
de reducere din planul (P) al suporturilor (fig. 2.A.8.), toți vectorii (V, D.) 
sînt înlocuiți prin torsori formali Y, cu originile în O şi cupluri de momente : 


WM =7xY., 


perpendicular pe planul (P). 

Sistemul este echivalent 
cu un forsor formal com- 
pus din vectorul rezultant : 


Y=, şi cuplul de mo- 
i=l 


ment egal cu momentul rezul- 


# 
tant: M = 2 7x V, perpen- 


i=l 
dicular pe planul (P). Siste- 


Fig. 2.A.8. 
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mul se reduce la un vector. rezultant 
unic y al cărui suport se află rezolvînd 
ecuaţia vectorială avînd pe 7 ca necu- 
noscută : T Eis 


7X V = M, 
obținută prin aplicarea teoremei nio- 
mentelor, | 
Discuţie 
V #0, M +0, vector rezultant unic 
deoarece: V.M = 0; 
Y #0, M # 0, vector rezultant unic 
care trece prin centrul de reducere 0; 
V =0, M +0, cuplu de moment M : 
Fig. 2.4.9. 7 "7 i i 
8 V =0, M =0, sistemul este echi- 
| | valent cu zero. o 
Vectori cu suporturile paralele în spațiu și sensuri arbitrare. Într-un 
plan (P) perpendicular pe direcția comună a vectorilor (V, D,) ai siste- 
mului se consideră un centru de reducere oarecare O _(fig. 2.4.9). Toți 
vectorii pot fi înlocuiți prin torsori formali, cu vectorii V, în O și cuplurile 
de momente : 


M, = 7; x V, 
situate în planul (P). 
Sistemul este echivalent cu un forsor formal compus din vectorul rezultant 
n n 
V=) O7, şi cuplul de moment egal cu momentul vezultant M = 37, X V, 
i=1 s ; i=l 
situat în planul (P), adică perpendicular pe V. z 
-= Deci, sistemul se reduce la un vector rezultant unic V, al cărui suport 


se determină prin rezolvarea ecuației vectoriale deduse din teorema mo- 
mentelor : 


unde 7 este necunoscută. i , i 
Discuția este identică cu cea de la cazul vectorilor coplanari. 


2.A.16. Teoremă ajutătoare 
Dacă momentele rezultante ale unui sistem de vectori alunecători cu su- 


porturile dispuse oricum în spațiu în raport cu trei centre O, 0, și 03 care 
formează un triunghi veritabil, sînt toate nule, adică : 


M, = 0, M, == O, M, = 0, 

A | su, A . v e n auy à N A TO, 
se demonstrează că sistemul de vectori alunecători este echivalent cu ze 
adică : i ; 

Py ¥ =0, M =0, 


în raport cu orice centru de reducere. 
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2.A.17. Indicaţii generale pentru reducerea expresiilor analitice 


În mecanica teoretică, un rol de o utilitate şi de o importanță incontes- 
tabilă îl au calculele şi expresiile analitice în raport cu diferite sisteme de 
referință. De obicei, se stabilesc aceste expresii pentru cazurile cele mai 
generale sub aspectul unor formule tocmai bune de memorat, iar pentru 
rezolvarea exerciţiilor și problemelor particulare se fac înlocuirile necesare 
în aceste formule generale, De aici rezultă, în primul rînd, o substituire a 
procesului de gîndire prin operaţia quasiautomată a înlocuirilor în formule, 
urmată de micşorarea atenţiei şi slăbirea controlului, ceea ce poate fi o sursă 
de erori. 

De aceea, pentru a se evita memorarea formulelor generale, în această 
lucrare se recomandă următoarele : 

Se va da o atenție deosebită pentru a înțelege temeinic și a reține definițiile, 
proprietățile, principiile, teoremele și metodele — care. constituie bazele dis- 
ciplinei — şi fără de care, toate formulele şi rezultatele memorate nu în- 
scamnă, decit prea puțin, cunoaștere. 

Se va aplica definiția, proprietatea, principiul, teorema sau metoda 
direct asupra problemei particulare, fără a se trece prin formula generală. 

Dacă definiția, proprietatea, principiul sau teorema se prezintă sub forma 
unei relații vectoriale, se va traduce această relaţie scalar, folosindu-se ex- 
presiile complexe, cunoscute din geometria analitică, însă direct pentru 
cazul aplicației şi nu pentru cazul general. În acest fel calculele sint mai 
simple, cu mai puține erori, controlul fiind direct și mai uşor. 


28. APLICAŢII LA REDUCEREA SISTEMELOR DE FORŢE 


Pa 2.B.1. Să se determine rezultanta forțelor plane concurente în punc- 
tul O. Se dau |F| = 100 daN; |F,| = 141 daN; |F| = 200 daN; 
lE | = 100 daN (îig.2.B:1). 

Rezolvare. Proiecțiile forței rezultante sînt: 


X = XX, = F cos 0° + Fa cos 45° — F, cos 60° — F, cos 30° = 


Y = SY, = F sin 0° + F, sin 45° + F, sin 60° — F, sin 30° = 


= 141 42 4 200 45 — 100 1 = 223,2 daN. 


Rezultanta este : pas 
R = Xi 4- Yj = 13,46 + 223,2]. 
Modulul rezultantei este 
IR] AX F Y = 413,£ + 223,2: = 
= 223,6 daN, 
Unghiul format de suportul rezultantei R cu 
axa Ox este dat de relația : . 


7 232 | _ , 
teese oa — 16,78, deci aa BO ISAN, 
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-or 2.B.2, Să se calculeze rezultanta for- 
telor Fy Fi Fe dirijate ca în figura 2.B.2, 
„Se dau |F,| = 10417 daN;. |F,| = 
= 25 daN ; |F, = 8413 daN, precum şi 7. 
Rezolvare. Se alege sistemul de 
axe din figură. ! 
Cosinusurile directoare ale suportu- 
rilor forțelor F,, F, F, sînt: 


cos a = cos (F,, Ox) = 3: 
T 

cos fi = cos (F,, Ox) == ; 

cos y = cos (F,, Ox) = fa 


> 


i-si ARI a 
Rezultă : sA e i Tr sin p= =; sin y = 


Proiecțiile forței rezultante sînt: | 
y ar 4 L4 — 9. 
X = ZX, = 10417 -= + 25 + W13 — = 76 daN; 
l NA J17 + 5 5 + y 1 / da 


Y = SY, = 104/1752 13 2 = 49 daN. 
s VI t + 8/53 al 
Rezultanta este : _ _ 
R = 76i + 49. 
Modulul rezultantei este : 
|R| = VX? + Y? = 4/76? F 492 = 90,427 daN. 


Unghiul dintre suportul forței rezultantei și axa Ox este dat de 


tg z = Č = 19 = 0,645, de unde a = 32%48'40”. 
X 76 


X 2.B.3. Să se determine rezultanta forțelor F,, F, F, F, aplicate în 
~> vîrful O al cubului OA BCDEFG, ca în figura 2.B.3. Se dau |F] = 10 daN; 
|F.| = 154/2 daN; |F,| = 20 daN; |F,| = 2543 daN. 
Rezolvare. Se alege sistemul de axe din figură. 


. . . . . A 4/2 AJ3 < 
Cosinusurile directoare ale suportului forței F, sînt: Ti = 0, iar 
A 3. 43.43 
ale forței F, sînt : 1, 2; 2 
3 3 3 


Proiecțiile forței rezultante sînt : 
-+ 25 = 50 daN; 
42 EAA e _20 
Y= DYS Fy tF thg F 15 + 20+ 
-- 25 = 60 daN; 
Z= XZ, =F Ë = 25 daN. 
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Rezultanta este : | 


R = Xi + Y] + ZE = 507 + 60; + 25F, 


Modulul rezultantei este: 


|R| =4X F Y F Z = SOF 60 F 25 = 8901 daN. TI 25 


Le: | CoMPuTER 
Cosinusurile directoare ale suportului forței rezultante sînt : 
cos a = cos(R, Ox) = CIEE- dl 0,625 ; 
IR 80,01 i 
š 73 Y 60 - 
cos B = cos (R, 0y) = = = = 0,750; 
-= |R| 80,01 
Z 25 
cos y = cos (R, 02) = —— = —— = 0,312. 
Li ( ) |R]| 80,01 


WaBa. Pentru a fixa o antenă de televiziune, ea se ancorează cu trei 
cabluri AB, AC, AD. Se dă înălțimea OA =2 m, iar punctele B, C 
şi D sînt situate în vîrfurile unui triunghi echilateral a cărui latură este 
Z — 3 m. Tensiunea din fiecare cablu este de 20 daN (fig. 2.B. 4). Să se 
calculeze rezultanta tensiunilor din cabluri. 

Rezolvare. Se observă că BB’ = i iar BO = Ê BP' = Ej 
BN i, 


î ; /3 P i 
În triunghiul -10B sc obține tg a = 2 = 3’ de unde a = 30 °53:36' A 


rig. 2,BA4 
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=- Alegind sistemul de axe 

din figură, se obţin proiec- 
tiile forței rezultante (fig. 
2.B.4, a şi b): 


X = 5X, = F cos 30° — 
— F cos 30° = 0 
Y = XY, = 2F cos 60° — 
-F =2F+-F=0 


Fig. 2.B.5 


Z = XZ, = 3F cos « = 3F cos 40°53'36” = 3 . 20 . 0,756= 
= 45,36 daN. 


Se observă că din motive de simetrie, cele trei forțe F au o rezultantă 
dirijată în lungul antenei AO. 


[2.B.5. Se dă piramida pătrată dreaptă OA BCD, a cărei bază are latura 
2a şi înălțimea h. Pe muchiiie OA, OB şi OC acţionează cîte o forță egală 
în modul cu muchia respectivă (fig. 2.B.5). Se cere să se calculeze forța 
rezultantă şi punctul unde suportul ei intersectează planul de bază. 

Rezolvare. Se alege sistemul de axe din figura 2.B.5. 
Proiecţiile pe axe ale forței rezultante sînt : 


X = 2%, = aË, 


aa DU 0 


dn Z = XZ, = 3h. 
Rezultanta este : 


R = aọ2i + 3hk. 
Modulul forței rezultante este: 
|R| = yX F Z = y2 + 9. 


Ecuația suportului rezultantei se calculează cu formula 


Á Z—— O — 


Za Ni Ja — Yı 2—2 


2 — 2 


sa 
X. iv. aja O0 34 


Punctul unde rezultanta intersectează planul bazei se obține intersec- 
tînd suportul rezultantei cu planul z = + şi rezultă 
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Fig. 2.B.6 


NS 2.B.6. O oală de turnare de greutate G este suspendată între doi suporţi 
A şi B prin intermediul cablurilor OA şi OB. Cunoscînd unghiurile « şi 
B, se cere să se calculeze tensiunile din cele două cabluri (fig. 2.B.6, a). 

Rezolvare. În figura 2.B.6, b este prezentată descompunerea 

forței G şi se poate scrie: l 

G=F, +F 
Proiectînd pe sistemul de axe ales relația vectorială precedentă, se 
obține : 
(pr. Ox) O = F, sina — F, sin B 
(pr. Oy) G = F, cos æ + F, cos B. 
Rezolvînd acest sistem se deduce: 
= Gsin $ . __ Gsina 

= “simta tp)’ 7 sin(a te) 

2.B.7. Un felinar de greutate G este prins de un perete prin inter- 


mediul barei OA şi a cablului OB. Cunoscînd valoarea unghiului a, se cere 
să se calculeze forțele din bară și cablu (fig. 2.B.7, a). 


2 

wf 
ra 
$ 


ZI d 


Fig. 2.B.7 
Rezolvare. Descompunerea grafică a forței G este prezentată în 
figura 2.B.7, b şi sc poate scrie: 
G=F, + Fa 
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Proiectind această relație vectorială pe sistemul de axe ales, se obține: 


(pr. Ox); O= F, —Fsin«: 
(pr. Oy); G = A, cos a. 


Rezolvînd sistemul, rezultă : 


G s Sr | 
F, = ; Fa = Fa sin a =G tg a. 
cos g 
Se observă că aceste relații se pot deduce direct din figura 2.B.7, b. 


2.B.8. O greutate G este susținută de un sistem de trei bare în spațiu 
OA, OB şi OC, unde OB = OC (fig. 2.B.8, a). Cunoscînd unghiurile a și 
B, se cere să se calculeze forțele din cele trei bare. 


A Plan l Plan 
vertica! orizontal 
a) b) c) 
Fig. 2.B.8 


Rezolvare. Se alege sistemul de axe_din figura 2.B.8, a şi în con- 
tinuare.se efectuează descompunerea forței G în două faze, în plan verti- 
çal şi apoi în plan orizontal. 


n plan vertical (fig. 2.B.8, b) se scrie: 
G=F, +F. | 
Proiectînd pe axe această relație vectorială, se obține: 
(pr. 02); G=F,cosa; 
(pr. Ox); O = F,sin æ — F’. 
În plan orizontal (fig. 2.B.8, c) se scrie: 
F' =F, + Fa 
“Proiectînd pe axe această relație vectorială, rezultă : 
(pr. Ox); —F' = —F, sin B —Fesin 8; 
(pr. Oy); O-= F; cos B — F, cos ẹ. 


Soluționînd sistemul de ecuații, se obțin: 


F, =—; F=Gtga; F, =F, = 2 
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X 


2B.9. Să se reducă în O sistemul de forțe plane din figura 2.B.9. 

Rezolvare. Concentrînd rezultatele în tabelul 2.1 apar proiecţiile 
forțelor şi momentele lor față de punctul O. 

Torsorul de reducere în O este: 


Fa Ti + (3 + ri; M, = RFR. 
Deoarece R #0 şi Mo z 0, sistemul este 


echivalent cu o forță unică aplicată pe axa 
centrală (suportul rezultantei), a cărei ecua- 


ție este: 

xY — yX = Mo 
sau : Q 

N3 3 
(3 + 42] x — 39 = R. Fig. 2.B.9 
Tabelul 2.7 
Forţa | X, | Y, | Mio 
Fa 2F 0 0 
F 3F 
Fo -7 KE pi 
Fo 0 3F 0 
3F ( E 
E > 3+7 |F R.F 


Xe O placă rigidă dreptunghiulară OABC este încărcată cu un 
sistem de forțe coplanare, aşa cum se arată în figura 2.B.10. Se cere să 
se reducă aceste forțe în O. 


A x 


CIZRRA PAPA APARA RA 


Fig. 2.B.10 


Rezolvare. Calculul proiecțiilor forţelor și a momentului acestora 
față de O sînt prezentate în tabelul 2.2, unde sînt determinate şi proiecţiile 
„forței rezultante, precum şi momentul rezultant. Se menționează că pentru 
calculul momentelor forțelor F, şi Fp s-a utilizat teorema momentelor. 
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Tabelul 2.2- 


F, = 34/3 P UBP 8a > 3P = 24aP 
Fp 0 2P 4aP 

Fe —4P | 0 12aP | 
Fp P a 4aP — 2aP = 2aP 
Fa 5P 0 —5aP 

Fa 0 —5P —35aP 

z (243 4/3) P P 2aP 


Torsorul de reducereîn 0, este: 
R =(2a343)Pi + Pj; M, =2aP}. 


Deoarece R #0 și M, #0, sistemul este echivalent cu o forță R apli- 
cată pe axa centrală (suportul rezultantei) a cărei ecuație este : 


Px + P (343% 2)y = 2a P 


x + (343% 2)y = 2a. 


2.B.11. Un stîlp AB utilizat pentru susținerea conductoarelor electrice, 
care are greutatea Q şi înălțimea / este ancorat în fundația CDC'D' de 
dimensiuni a şi 2b (fig. 2.B.11). Stîlpul este acționat de forța F înclinată 
cu unghiul «. Se cere să se calculeze greutatea minimă G a fundației pentru 
ca aceasta să nu se răstoarne în jurul lui D. 

Rezolvare. Se efectuează reducerea față de 
punctul O a forțelor coplanare, Q, G şi F. 


d = LA [=F Sin ai 
Y = ZY, = -G — Q — F cos g; 
Mo = —(h + a)Fsin«; 
R = F sin af — (G + Q + F cos «)]. 
Deoarece R #0 şi M, z 0 sistemul este echivalent 


cu o forță Ñ aplicată pe axa centrală, a cărei ecuaţie 
este : 


xY — yX = Mw 


sau! 


A wi 


å arasa i (G + Q+ Fcosa)x—Fsina y= —(h + a)F sin q, 


34 


CE Scanned with OKEN Scanner 


sau. : ia psti i | 
(G + Q+ P cos g)x + F sin ay = (h + a)F sin g. 

Axa centrală intersectează baza CD a fundației într-un punct S de 
coordonate : 
DENTE o 0 


Wy = 
S G+0-+FrFcosa’ j 


Pentru ca să nu se răstoarne în jurul punctului D, este necesar ca 
x < d, de unde se deduce: 


G > 


(H sin a — cos s)F — Q, 


cu condiția | sin a — COS a) F — Q0 >0. 


h4 a 
b 
Avind determinată greutatea fundației, în contiņuare se calculează 
cea de a treia dimensiune a ei. i 


2.B.12. Se dă placa rigidă dreptunghiulară OAO'A' asupra căreia 
acționează sistemul de forțe coplanare paralele Fo, Fp, Fp prezentate în 
figura 2.B.12. Se cere să se calculeze 
rezultanta acestor forțe și coordonatele -/ 
centrului forțelor paralele. 


Rezolvare. Calculele necesare de- y 
terminării forței rezultante şi a coordo- 
natelor centrului forțelor paralele sînt pre- . 
zentate în tabelul 2.3. 2 A 


Forța rezultantă este R= AF, =4F l 
(are sens ascendent). 


Coordonatele centrului C al forțelor 


paralele sînt Fig. 2.B.12 
E Bi ZF, aty 2aF — 1 a : ad 1 — ZF; == 4aF 2 
ZF, 4F 2 IF, 4F 


În figură s-au reprezentat atît, centrul C al forțelor paralele, cît şi 
forța rezultantă. 
Tabelul 2.3 


Forţa | F, | X | Yı | Fi | Fa: 
Fo 2F 0 0 0 0 
Fa —2F a 0 —2aF (0) 
Fp 4F a a 4aF 4aF 
PX 4F — — 2aF 4aF 


2.B.13. O piramidă pătrată dreaptă SABDE are latura bazeil = 2a 
şi înălțimea 4 = 3a., Piramida este acționată de forțe verticale conform 
figurii 2.B.13, Se cere să se calculeze forța rezultantă și centrul forțelor 
paralele. 
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i Rezolvare. Calculele sînt concentrate în 
: tabelul 2.4 Forţa rezultantă este R = EF, =2F 
i deci are sens ascendent. Coordonatele centrului 
+ forțelor paralele sînt : 


“A E IF, maa — 2a F 

i SS i ee stia 

$ i l 

E 

i IF 6a F 

! ps sa E e a; 

$ F; 2F 

i 

s | 

] ZF 6aF 

i C L s = Za. 

za IF, 2F 

Tabelul 2.4 

Forţa F, Xi Yi 24 F, 44 F, Yi F, Zi 
Fa F a —a 0 aF —aF . 0 
Fg —2F a a 0 —2aF —2aF 0 
Fp SF | —a a 0 —5aF SaF. 0 
Fg —4F | —a —a (0) 4aF 4aF 0 
Fs 2F 0 0 3a 0 (0) 6a F 
DX 2F | — — — —2aF 6aF 6aF 


Ag.. O stavilă plană opreşte cursul 
unei ape care are adîncimea / și lățimea 
z egală cu lm. Știind că presiunea apei 
asupra stavilei se exercită sub forma unor 
forțe paralele, care variază după legea 

= yy, se cere să se calculeze forța re- 
zultantă F şi punctul ei de aplicație pe 
stavilă (fig. 2.B.14). 

Rezolvare. Presiunea într-o sec- 
țiune oarecare, plasată la adîncimea y, 
este p = yy, iar la adîncimea maximă, 
presiunea este maximă po = Yh- 

Forța rezultantă este : 


Avelul aper 


i h h 
ea adfy e F = (20 = (wo = 7 
Fig. 2.B.14 d i 
Forţa rezultantă este plasată la adîncimea m calculată ca centru al 
forțelor paralele: 


ia a de at 
ea "via pg TEE 
fay foy F 
0 0 


ho h ii 
feyay fwa > 
0 __0 3 
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_2.B.15, Asupra cubului OABCDEFG, cu latura Z, acționează forțele: 
Fo|=2P:; |F, |l=P; |F| =3P; Fo] =P; |F| =3P; FPal= 
= 4P; |F| =2P; |F| = 4G (fig. 2.B.15, a). Se cere să se reducă acest 
sistem de forțe în Q. 


č ___/e D 


Fig. 2.B.15 


Rezolvare. Se observă că forțele date formează cupluri după cum 
urmează: M,(Fo Fp); MaF, Fo); MP Fo); Ma(Fz Fo)-_ Modulele 
acestor cupluri sînt: |M,|=2P; |M,| = IP; |M3| = 3IP; IM = 8P. 

Deoarece momentele cuplurilor sînt vectori liberi, reducerea se poate 
efectua în orice punct Q, arbitrâr ales, obținîndu-se același rezultat. Aceste 
momente se reprezintă sub forma unor vectori perpendiculari pe planurile 
definite de suporturile forțelor care formează cuplul (fig. 2.B.15, b). 

Cuplurile colineare se însumează algebric, rezultînd : 


M' = M; — M = 31 P — 21P = IP 
M” = M, — Ma = 4P — IP = 3IP. 


În final se însumează vectorial momentele M’ şi M” (fig. 2.B.15, c) 
M = M' + M” 
de unde |M | = 4M F M” = JPP + 9P = A/101P; 


tg a = 11 = 3 şi a = 71°33'54”. 
IMI 
+ 2,B.16. Se dă cubul OABCDEFG 
cu latură Z, acţionat de forțele |Fo| = 
= 3432; |Fa| = 242P; IFa] = SP 
(fig. 2.B.16). Se cere să se calculeze: 
torsorul de reducere în O, torsorul de 
reducere în A, cu ce este echivalent 
sistemul de forțe dat și axa centrală, 

Rezolvare. Se alege sistemul 
de axe din figură. 

Parametrii directori ai suportului 
forței F, sînt 1/43; 1/43; 1/43 
şi sînt utilizaţi la calculul proiecții- 
lor forței Fo. Fig. 2.B.16 


p” 
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Momentele forțelor se calculează conform definiției, 


Mo(Feo) = 0C xF.=|0 i  0|=2Pi—2P8, 
2P 0 2P 


obținîndu-se astfel proiecţiile momentelor pe axe. 

Pentru determinarea torsorului de reducere în O, forța rezultantă R 
şi momentul rezultant M, se calculează cu ajutorul componentelor, rezul- 
tatele fiind concentrate în tabelul 2.5. 


Tabelul 2.5 
Forţa | X; | Y, | Z, | Mz Muy Mu 
Fo 3P 3P - 3P 0 0 0 
Fo 2P| 0 2P 21P 0 —21P 
Fe | —5P 0 0 0 —5IP SIP 
> 0 3P 5P 21 P —5IP 31P 


Torsorul de Suba în O este fozrnăt din: 
| R = = 3P] + 5P% ; My = 21Pi — SRR T 3LPR. 
Trinomul invariant este : 
RM, = XM, + YM, +2M,=0. 


'Torsorul de reducere în A este format din 


R = 3Pj + SPk g să 
a: a Ennni ab 

MA, = M, —04 x R = 2P} — 5IPj + 3IPk— 0 0 = Pi. 
0 3P 5P 


'Prinomul invariant, în acest caz, este: RM, = 0 şi se verifică : RM, = 


= RM, = 


Deoarece R0; M, £ 0 şi RM, = 0, sistemul de forțe dat este echi- 
valent cu o forță R = 3Pj + 5Pk, aplicată pe axa centrală a cărei ecua- 


ție este: 


Mos — (YZ — 2Y) _ Moy T X-Z) Miz — (2Y =yă), 
X Y | E 

care în cazul de față se serie: 

21P — (5Py — 3P) _ —5 IP — (—S5P4) — ` 3IP — (3P2),, 

0 3P SP 
de unde rezultă: 
5y — 3z = sal 
x=, 


@ 


Se observă că axa centrală trece prin G(}, l, l, ), ceea ce se putea anti- 
cipa deoarece suporturile forțelor date trec prin G. 
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Capitolul 3 - 


a 
CENTRE DE GREUTATE (DE MASĂ). 
VECTORI LEGAȚI DE PUNCT | 


3.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


3,A.1. Gravitatea 

Gravitatea, una din multiplele însuşiri ale materiei, asociată cu procesul 
de interacțiune a corpurilor, se manifestă prin atracția reciprocă a aces- 
tora. Admiţind că corpurile sînt asimilate cu puncte materiale, adică cu 
centrele lor de masă în care se presupun concentrate masele lor, forja de 
atracție gravitațională, în cazul a două corpuri (fig. 3.A.1), este dată de 
legea lui Newton: 


POR 
[F2] S Fal = rads 


unde: mM, Me sint masele celor două corpuri, iar d, distanța dintre 
centrele lor de masă. 


Fig. 3.A.1 


Pentru un corp de masă m situat la suprafața Pămîntului, expresia 
forței de atracție newtoniană este: | 


niuiţ D= RE, 
) R? 


unde M este masa Pămîntului iar R, raza lui. 


3.A.2. Greutatea 
Greutatea aceluiași corp de masă m, la suprafața Pămîntului, este: 


G=T+cC, 


unde Č este forța denumită centrifugă, efect al mişcării neinerţiale a Pă- 

mintului. Această forță variază cu latitudinea locului în care se află corpul. 
Întrucît m este numeric egal cu masa inertă, pe baza principiului acțiunii 

(II) se mai poate considera și ecuația : 


G — mg =0, 
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unde g este accelerația greutății, variabilă în funcție de poziţia ui 
(maximă la pol și minimă la ecuator). i ponsa corpalsi 

Se consideră că greutatea este îndreptată spre centrul Pămîntului 
Pentru corpurile relativ mici în comparație cu Pămintul (case, avioane, 
locomotive etc.), greutăţile particulelor acestor corpuri sînt, practic para- 
lele. În aceste condiții, problema greutății unui corp la suprafața Påmîn- 
tului se reduce la determinarea rezultantei unui sistem de forțe paralele 
(mărime şi suport). | 

Toate forțele punctelor de mase m, şi greutăți G, (i = 1, 2, 3, ... n) 
fiind în același sens, prin însumare se obține: ' 


G =)> G, =) mg = mg z 0, 


m= Dm, fiind masa întregului corp, sistem discret de puncte materiale. 


tm] 


3.A.3. Ecuația suportului 


Ecuația suportului se obține aplicînd teorema lui Varignon în raport 
cu un reper cu originea în O (fig. 3.4.2). Se notează cu 7 (necunoscut) 
„vectorul de poziție al unui punct de pe suportul rezultantei, cu 7, vectorii 
de poziție ai punctelor materiale de mase m, şi de greutăți mg. 

Rezultatul este: 


' unde A este un parametru care poate primi orice valoare reală. Această 
ecuație reprezintă mulțimea punctelor prin care trece rezultanta, deci 
- chiar suportul rezultantei. 


3.A.4. Centrul de masă 


Dacă se schimbă poziția corpului, rezultanta își menține direcția și 
sensul spre centrul atractiv (centrul Pămîntului), dar suportul ei este 
altfel situat față de corp; oricum ar fi aşezat corpul, suportul rezultantei 
trece printr-un acelaşi punct 
C al corpului, denumit centru 
de greutate (fig. 3.A.2). 


Punctul C(7,): 


5 mY, 
J ai (3.1) 


m 


nu depinde de direcția cu- 
| mună a forțelor atractive 

` "mg (greutăți), ci numai de con- 
„Fig. 3.A.2 - figurația geometrică a punc- 


40 


CE Scanned with OKEN Scanner 


telor A, faţă de reperul O și de distribuția maselor punctelor materiale 
ale sistemului. | 
Acesta este centrul de masă al sistemului de puncte materiale. 


3.A.5. Proprietăţile centrului de masă 


„Poziţia centrului de masă nu depinde de sistemul de referință. 

Centrul de masă coincide cu centrul de greutate, însă dacă corpul se 
află în afara sferei de gravitație a oricărui sistem material, nu se poale vorbi 
de centru de greutate ; în schimb, există în orice condiții centrul de masă 
al corpului. 

Centrul de masă al unui sistem nedeformabil de puncte materiale este 
un punct neschimbat al sistemului. Centrul de masă al unui sistem defor- 
mabil există în orice moment, dar poziția lui depinde de așezarea și de 
distribuția maselor puncţelor materiale la momentul considerat. 

Dacă masele tuturor punctelor materiale sînt amplificate (înmulțite 
sau împărțite) cu aceeași mărime scalară, centrul de "masă al sistemului 
nu se schimbă. 

În fine centrul de masă nu este un punct material, ci un punct geometric. 


3.A.6. Momentele statice 


Se ştie că masa unui sistem material poate fi oricum distribuită în 
acest sistem. Mecanica teoretică introduce două mărimi care dau indicații 
utile cu privire la modul în care este distribuită, în raport cu un reper 
oarecare, masa unui sistem. Aceste mărimi sînt momentul static şi momentul 
de inerție. 

Ele sînt folosite foarte des în disciplinele de cultură generală tehnică 
şi în cele de specialitate care se bazează pe „Mecanica teoretică”. 

Reperele față de care se 'exprimă momentele statice sînt elementele 
unui triedru, de obicei triortogonal : originea, axele, planele. Astfel, în raport 
cu originea O, momentul static al punctului material A, de masă m, avînd 
vectorul de poziţie 7, are expresia m, iar centrul de masă C, în care 
se presupune concentrată masa m a sistemului, avind vectorul de pozi- 
ție 7, în raport cu originea reperului, are expresia momentului static: m7,. 


3.A.7. Teorema momentelor statice 


De obicei, pentru determinarea centrului de masă al unui sistem mate- 
rial oarecare se folosește formula (3.1) şi toate formulele derivate din aceasta. 
În această lucrare se propune folosirea nu a formulelor, ci a unei singure 
teoreme care în esență este exprimarea ecuaţiei: 


m, = SO mF, (3.2) 
i=l 


dedusă din (3.1). f A , 
„Momentul static al centrului de masă, în care se presupune concenirată 
toată masa sistemului în raport cu un reper, este egal cu momentul static al 
sistemului în vaport cu același reper. 


Observații l 4 
Enunţul teoremei s-a dat sub o formă mai generală decît permitea tra- 


ducerea, ecuaţiei (3.2), în care reperul considerat este originea O a siste- 


pn 
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mului -de referință. Această extindere va fi 
justificată prin observaţiile care urmează. 

' Prin definiție, suma momentelor statice a 
părţilor componente ale sistemului este mo- 
mentul static al sistemului. | 

Deşi teorema momentelor statice a fost 

stabilită pentru un sistem de puncte mate- 
riale, ea se aplică şi unui continuu material, 
zu pe o bază axiomatică la trecerea de la discret 
E mtoo la continuu. Astfel, dacă în locul relației (3.2) 
Fig. 3.A.3 se scrie: | 

ym = Erm, : (3.3) 


în care: 7 este vectorul de poziție al punctului curent M al domeniului 
continuu (fig. 3.A.3), Am masa elementară din jurul! punctului M, 7, 
vectorul de poziție al centrului de masă în care se presupune concentrată 
întreaga masă m a sistemului şi apoi se trece la limită, 

se ajunge la relația: ` | 


7m = | řäm, mÀ EET 
l en (D) 
în care integrala este triplă, dublă sau simplă, după cum domeniul (D) 
àre trei, două sau o singură dimensiune. Important este de observat faptul 
că ecuația (3.4) se poate reține tot cu ajutorul teoremei momentelor statice 
enunțată mai înainte. - ` i 
Ecuațiile (3.2) ṣi (3:4) se exprimă analitic prin cîte trei ecuații scalare 
în raport cu triedrul Oxyz : 


nt n n 
mă, = IO mei my = DOMY; Mz, = Dame (3.5) 
ir $=l f fl im] - 
respectiv : i l Giz 
MX, = | xdm; MY, = | ydm; mz, = | zäm. (3.6) 
(D) (D) (D) 


Stînga ecuațiilor (3.5) şi (3.6) exprimă momentele statice ale centrului 
de masă C în care se presupune concentrată întreaga masă m a sistemului 
(discret, respectiv continuu), în raport cu planele sistemului de referință ! 
Oyz, Ozx, Oxy. pre 

“Dreapta ecuațiilor exprimă momentele statice ale sistemului (discret, 
respectiv continuu) în raport cu aceleaşi plane. După cum se vede aici, 
reperul este «n plan al triedrului Oxyz, iar teorema momentelor statice 
aplică în raport cu un asemenea reper pentru toate sistemele materiale 
din spațiu. l 

În cazul unui sistem material situat într-un plan, sistemul de reic- 
rință este format numai de axele Ox și Oy, iar din (3.5) și (3.6) se iau 
numai primele două ecuații. În acestea, membrul întîi mx, este momentul 
static al centrului de masă, În care se presupune concentrată întreaga masa 
a sistemului în raport cu axa Oy, iar membrul doi este momentul static 


` 1 Dintr-un volum elementar, o arie elementară sau un arc de curbă elementar, după 
cum domeniul are73, 2 sau o dimensiune. | 
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al sistemului (discret, respectiv continuu) în raport cu aceeași axă. La fel, 
my, este momentul static al centrului de masă în raport cu axa Ox, iar 
membrul doi este momentul static al sistemului în raport cu Ox. ` 

Se precizează, pentru a se evita orice cate că x, y, z sînt coordonate 
care pot fi pozitive sau negative — și nu distanțe pînă la axele sau planele 
de referință, distanţele fiind considerate întotdeauna pozitive. De aceea 
nu se poate vorbi de momente statice ale unor sisteme spațiale în raport 
cu axele Ox, Oy, Oz. 

În cazul unor sisteme continue se poate înlocui în (3.6) dm prin påV 
sau pdA sau pds, unde peste densitatea volumică sau densitatea super- 
ficială sau densitatea liniară, după cum domeniul are trei, două sau o 
dimensiune. În general, p este funcție de poziția punctului curent M, adică 
de 7(x, y, 2). 

n cazul special cînd domeniul continuu este şi omogen, adică densita- 
tea nu depinde de poziţia punctului, g dispare din ecuaţii, care devin: 


Via (zav; 47, =È 7AA; = | zas (3.7) 
îi (0 mg tri 
respectiv : 
Va =È zaV; Vy=foaV; Vz =h aV o. (3.8,a} 
a P) VW) (7) 
Ax =È xd4; Ay,=Èyd4; Azrn=fzd4 385) 
(4) (4) (4). | 
lx, = | xas; 1, = | yds: S= | zas. | (3.8,c) 


0) OE (D 


În (3.8, a) integralele sînt triple şi extinse la întreg domeniul (D) al con- 
tinuului tridimensional de volum V. 
În ecuaţiile (3.8, b) integralele sînt duble, fiind extinse la domeniut 


(D) al suprafeței de arie A, iar în (3.8, c) integralele sînt simple și extinse 


la arcul de curbă de lungime totală Z. 

În toate.ecuaţiile (3.8, a), (3.8, b), (3.8, c), (3.7), în locul masei apar 
alte mărimi scalare: volum, arie, lungime. . 

Tot mecanica introduce şi pentru aceste mărimi scalare, ca și pentru 
mase, momentele statice!, care se definesc la fel ca momentele statice ale 
maselor, precizîndu-se că sînt momente statice pentru volume, arii sau 
lungimi de arc. | 

În acest fel se extinde atit noțiunea de moment static, cât şi teorema 
momentelor statice la un grup mai larg de mărimi considerate aici scalare. 

Aplicarea teoremei momentelor statice la mărimi geometrice permite 
determinarea centrului de greutate geometric al unui corp sau figuri geo- 
metrice. 


3.A.8. Extinderea teoremei momentelor statice . 


Pe baza tuturor observaţiilor de la pct. 7 se enunţă forma extinsă a teo- 
remei momentelor statice care se poate aplica unui grup de mărimi scalare 
întilnite des, atît în Mecanica teoretică şi în Rezistenţa materialelor, cît 


şi în multe discipline de specialitate. | 


1 ca şi momentele de inerție folosite mai ales la „Rezistența materialelor”, 


D n 
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 - Momentul static, în raport cu un reper, al centrului în care se presupune 
concentrată întreaga mărime scalară a sistemului, este egal cu momentul 
static, în raport cu același reper, al mărimii scalare așa cum este ea efectiv 
repartizată în sistem. yie 

Se precizează următoarele : } 

— pentru un sistem în spațiu, reperul poate fi originea axelor Oxyz 
sau oricare din planele Oxy, Oyz, Ozx, dar nu axele Ox, Oy, Oz; 

— pentru un sistem plan, reperul poate fi originea axelor Oxy sau, 
axele Ox şi Oy, dar, evident, nu planul Oxy ; 

— momentul static al sistemului, în raport cu orice reper care conține 


centrul C al sistemului, este nul; - | 
— momentul static este o mărime pozitivă, negativă sau nulă. 


3.A.9. Indicaţii generale pentru calculul momentelor statice 
și al centrelor 


În primul rînd, dacă sistemul se bucură de o simetrie față de un plan, 
o axă sau un punct, centrul sistemului se va găsi în acel plan, pe acea axă 
sau în acel punct; se vor alege axele reperului în consecință. 

Se înţelege că aici este vorba nu numai de o simetrie pozițională, ci şi 
de una distribuțională. . 

În al doilea rînd, dacă sistemul continuu are forme care pot fi compuse 
din două sau mai multe forme simple, la care se cunosc centrele respective, 
pentru calculul centrului sistemului compus, și numai pentru acest calcul, 
se pot presupune concentrate mărimile scalare (mase, volume, arii, lungimi) 
în centrele respective cunoscute şi apoi, aplicînd teorema momentelor 
statice, se va determina centrul sistemului compus. 

Dacă sistemul compus poate fi conceput compus din forme simple, 
dar unele pozitive şi altele negative, ex.: aria hașurată poate fi considerată 
ca suma, în sens algebric, a ariei cercului cu centrul în C, (pozitivă) și 
a ariei cercului cu centrul în C, (negativă), se poate de asemenea aplica 
teorema momentelor statice, de exemplu, pentru determinarea centrului 
de greutate C al ariei haşurate (fig. 3.4.4). 


3.A.10. Teoremele lui Guldin-Pappus 


© a) Calculul ariei unei suprafețe de rotaţie. 

Teorema I. Aria suprafeței generate de un arc de curbă plană, prin 
rotația sa completă în jurul unei axe situate în acelaşi plan, dar care nu 
taie curba, este egală cu produsul dintre lungimea 7 a arcului și lungimea 
cercului descris de centrul de greutate al arcului de curbă (fig. 3.A.5), 
adică: | 
| A = Rrx, 

- b) Calculul volumului unui corp de rotație. 

Teorema II. Volumul corpului generat de o figură plană închizînd o 
arie, prin rotația ei completă în jurul unei axe din planul figurii şi care 
nu o taie, este egal cu produsul dintre aria închisă de figură și lungimea 
Seana descris de centrul de greutate al ariei A a figurii (fig. 3.A.6), 
adică : ha d | 

i V = 42, 
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(4) 


“Fig. 3.A.5 Fig. 3.A.6 


Observații 
Ambele teoreme se demonstrează foarte ușor cu ajutorul teoremei mo- 


mentelor statice. ` 

“Teoremele servesc în primul rînd la calculul unor arii sau volume de 
rotație atunci cînd se cunoaşte centrul de greutate, iar în al doilea rînd 
mai pot servi şi la determinarea centrelor de greutate atunci cînd se cunosc 
ariile suprafețelor sau volumelor unor corpuri de rotaţie. 


3.B. APLICAŢII LA DETERMINAREA CENTRELOR DE MASA (GREUTAIE) 


3.B.1. Să se determine poziția centrului de masă al barei rectilinii 
neomogene, de lungime OA =, cu densitatea barei variind liniar de la 
po în O la p, în A (fig. 3.B.1.). 


Fig. 3.B.1 


Rezolvare., Se alege axa Ox de-a lungul barei OA. Fie M un punct 
curent de pe bară, de abscisă x, MM’ un element al barei de lungime dx 
şi masă dm = pdx, iar C centrul de masă căutat, avînd abscisa %e 

Densitatea variază în funcţie de x după legea p = pọ + „pa Pe = Po y 

Se aplică teorema momentelor statice în raport cu punctul O: 

i l 


A pdx = | zodz. Înlocuind pe p, se obține : 


"0 Q 
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/ 


"După integrare, rezultă : / 

et bet Pi g Pet 2 pe. de unde, = Pe + 2er ji 
aW 2 6 3(po + P1) 

' În cazul particular al barei omogene: 

k | A 

Po = Pı r Xe == am è 


wo 


3.B.2. Să se determine poziția centrului de greutate al un i bare omo- 
gene, avînd forma unui arc de cerc de rază R şi unghi la centru 2a 


radiani (fig. 3.B.2.). | 
Rezolvare. Bara fiind omogenă, admite o axă de simetrie. Se 
alege sistemul de referință cu originea în centrul cercului și cu axa Ox 


după axa de simetrie; deci y, = 0. 
= Se detaşează un element de arc MM”, avînd lungimea ds = R d9, 
abscisa centrului de greutate al acestuia fiind x=.R cos 8 + z) z Rcos b. 


Se determină abscisa x, a centrului de greutate al întregului arc, aplicînd 
teorema momentelor statice în raport cu axa Qy: 


+a a, 
A Rd6 = $ Rao, dar z= R cos 6, 


îniocuind şi integrînd, rezultă : 
e | R sin « 


Lă 


x2oR = 2R sin «, de unde x, = 


2 
Pentru « = =; x, 
2 TE 


iar pentru 


X3.Ba. Să se determine poziția centrului de greutate al cîrligului plan, 
omogen, avînd forma şi dimensiunile din figura 3.B.3. 


Y 


Clo:094 
ai (0; 0a) 
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Rezolvare. Se descompune sistemul în patru elemente la care se 
cunosc?poziţiile centrelor de greutate, apoi se alege un sistem de referință 
convenabil. Pentru sistematizarea calculelor, coordonatele centrelor de 
greutate x, Yu lungimile elementelor l, precum şi momentele statice ale 
elementelor în raport cu axele xi, şi yd, se trec în tabelul 3.1. În ultima 
linie a tabelului se face suma lungimilor elementelor &/, precum şi sumele 
momentelor statice ale elementelor în raport cu axele Xxl, și yd, sume 
care intervin în calcule. 


Tabelul 3.7 


OTR ILIY N o) 3at(m + 2) 20207 + 1) ` 
"Pentru determinarea lui Xe 'se aplică teorema momentelor statice în 
raport cu axa Oy: ma 
x3aļlr + 2) = 3a2(m + 2), de unde x, = 4. 
Pentru {determinarea lui y, se aplică teorema momentelor statice în 
raport cu axa Ox: 
- - 7 1) 2(27 + 1) 
= 2a2(2 1), de unde y, =-———— 4x 0,942. 
yBalr + 2) = 22 +1) O ST 
2.B.4. Să se determine poziția centrului de greutate al cadrului omogen 
avînd forma şi dimensiunile indicate în figura 3.B.4. | 
Rezolvare. Se descompune cadrul în patru elemente, se alege 
sistemul de referință şi se determină coordonatele centrelor de greutate, 
lungimile şi momentele statice în | 
“raport cu planele, ale elementelor 
componente (tab. 3.2). 
Aplicînd succesiv teorema mo- 
menţelor statice în raport cu cele 
trei plane, rezultă : 


M 
| 
| 


x, = —— a 7 0,494; 
2( + 2) 
+ 1 E 
m AEA g 0da; 
Pe 2(n + 2) 
2, = Po 420,914; A 
2(m + 2) Fig. 3.B.4 
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FLA 
2 
i —— —— a = 0 3 — — 32| — — 
4 d|. 0 a Sied e 3 2 a|s 1) a[3 1) 
EPRE E me a e e Sa BSR 
— — — 2 — q? — í|; — 22 
£ a(n + 2) ZA (+1) za 


u.B.5. Să se determine coordonatele centrului 
de greutate al sistemului omogen de bare în 
plan, precum şi aria suprafeţei generate prin 
rotirea conturului în jurul axei Oy (fig. 3.B.5). 

Rezolvare. Se descompune conturul în 


cele două arce, determinîndu-se coordonatele 
centrelor de greutate C, și Ca. 


T 
f a sin — 
Se calculează întîi OC, = — 4 = 22 a, 
[i F nä- F 
4 
apoi 0,Ci = 0,C, cos Ž = -p 
Fig. 3.85 4 z 


Abscisa centrului de greutate C, este xa = a — Co Se calculează 


T 
în mod asemănător restul coordonatelor centrelor de greutate, de aseme- 
nea lungimile şi momentele statice în raport cu axele, ale arcelor (tab. 3.3). 


Tabelul 3.3 


Xi | Yi | li | zale | Ydi 


Aplicînd teorema momentelor statice în raport cu axele Oy, respectiv 
Ox, se obţine: 


T — 


4: 
% = 0,5a; y, = e a 2 0,14a. 
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Pentru determinarea ariei suprafeței generate prin rotirea conturului 
în jurul axei Oy se utilizează prima teoremă a lui Guldin-Pappus: ` | 


A = nada 2. Rezultă A = mat, 


3.B.6. Să se determine poziția centrului de greutate al plăcii plane, 
avînd or unui sector circular de rază R şi unghi la centru 2a radiani 
(fig. 3.B.6). 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință astfel încît Ox să coincidă 
cu axa de simetrie a sectorului, deci y, = 0. Se detașează un element de 
suprafață MNPQ avînd aria dA = pdpd0, abscisa centrului de greutate 


al elementului fiind x = (e -H =) cos (0 -+ =) x ocos 6. 
Se determină x, aplicînd teorema momentelor statice în raport cu axa 
Oy: | | 
A (f ededd = (í p cos 0pdpd6, respectiv: 
R “+a R +a Ă 
| ede $ ao = | etde Í cos Bae. 
0 


După integrare rezultă x, = 
ste: det: z” 
În cazul unui semicerc, « =F; % == 


4RN2 ; 


j iL) . T 
i ert de cerc, « = —; X, = 
iar pentru un sf , q e ia 


3.B.7. Să se determine poziția centrului de greutate al plăcii plane 
omogene avînd forma şi dimensiunile indicate în figura 3.B.7. 


PI Rezolvare. Se descompune placa în patru elemente: sectorul de 
cerc 7, triunghiul 2 la care se adaugă pătratul 3, urmînd să se scadă 


sectorul de cerc 4. 


1 Fig. 3.B.6 


i 4 — Probleme de mecanică 
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d 
f 


„Se calculează coordonatele centrelor de. greutate, ariile, precum si 
momentele statice în raport cu axele pentru cele patru elemente (tab. 3.4)! 


Tabelul 3.4 
Nr, 
eleta, E7} Ye Ai xls YA 
7 0 —— a 18ra? 0 — 144a? 
T 
2 [di [i 2a Ba — 36a” 36a? 
3 3a Sa | 362. 108a? 108a? 
8a 8a 
4 |l6a——l|6a——|—9ma2 i —54mad + 72a3 | —54ra2 -+ 72a? 
T T ț 
£ zi se 9(m + 6)a: 18(8 — 3n)a? 9(8 — 6n)a? 


Aplicînd teorema momentelor statice în raport cu axele Oy, respectiv 
Ox, rezultă : 
pie 28—37) z x —0,31a; 


r +6 | 
Ya | ee ză 870 a n — 1,192. 
z vts 
Ye Sin x 3.B.8. Să se determine coordonatele 


centrului de greutate al plăcii plane omo- 
gene avînd aria cuprinsă între axa Ox, 
sinusoida y = sin x şi dreapta x=—a 
X (fig. 3.B.8). | 
Rezolvare. Se detașează un ele- 
ment de arie dA = dx sin x. Se aplică 
Fig. 3.B.8 apoi teorema momentelor statice în raport 
| cu axa Oy: 


r a 
: v sin a — a cos a 
x, | sin a da= | x sin x dx. Rezultă x, =, 
0 


1 — cos a 
ji 0: 
iar_ în raport cu axa 0x: 
6 a 
. ~ a v 1 2 — sin 2a 
y| sinx dx= (=. Rezultă y, = — 
g 8 l—cosa 
ô 0 


3.B.9. Să se determine coordonatele 
centrului de greutate geometric al plăcii 
plane, omogene, din figura 3.B.9, precum 
și volumul generat prin rotirea supraieței 
în jurul axei Oy. i 

Rezolvare. Se descompune placa în 
două elemente la care se cunosc poziţiile 
centrelor de greutate (v. aplicația 3.B.6). 

Se calculează coordonatele centrelor de 
greutate, ariile ȘI momentele „statice în 
raport cu axele ale celor două elemente 


(tab. 3.5). 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Tabelul 3.5 
N; . 
ias, Xi | Yı | A; | zA; yidi 
i 8 îi 8 n 8 i 8 : 
ag — a —a — 
3x 3r dai 3 3 ij 
4 
2 a — a anh A a? —— a’ — a? 
3r 2 
16 —3 
S ta, iu Lu at E ne j 2a3 
2 6 


Se aplică succesiv teorema momentelor statice în raport cu cele două 
axe. Rezultă: . ' : 


ud 
Volumul căutat se determină aplicînd a doua teoremă a lui Guldin-Pappus : 


Vadi e Raa Then, 
2 Br- : 

- %.B.10. Placa plană omogenă din figura 
3.B.10. este obținută prin decuparea cercu- 
lui de rază 7, necunoscută (dar y < a) din 
cercul de rază a dată. Să se determine raza 
r a cercului mic, astfel încît centrul de greu- 
tate al plăcii 'să se afle în punctul C. 


Rezolvare. Se alege un sistem de re- 
ferință xOy cu originea în centrul cercului de 
rază 7, avînd ca axă Ox axa de simetrie a 
plăcii ; deci y, = 0. Se descompune figura. în 
două elemente şi se determină coordonatele 
centrelor de greutate: Fig. 3.B.10 


Cal(az r); 0]; C[0; 0], 


apoi ariile elementelor: A, = T&?, Aa = —rr?. 
Aria totală este: A = n(@ — 72). 


Se aplică teorema momentelor statice în raport cu axa Oy: 

x(a — 72) = na{a — r). Punînd condiţia ca centrul de greutate al plăcii 
să se afle în punctul C(r; 0), deci x, = r, se obţine ecuația : 7? + ar — a* = 
= 0, de unde: 


și Sai . Cum v > 0, soluţia va fi 7 = ALEN 0,62 a. 


3.B.11. O camă: este compusă din două plăci semicirculare, prima avînd 
raza 2a şi densitatea p, a doua avînd raza a şi densitatea 2p (fig. 3.B.11). 
Să se determine poziţia centrului de masă al camei, precum şi poziția 
centrului de greutate geometric al suprafeței plăcii. 


D 9 
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Rezolvare. Se descompune 
” figura în două elemente şi se deter- 
mină coordonatele centrelor de greu- 
tate, ariile, masele, precum şi mo- 
mentele statice în raport cu axele ale 
elementelor (tab. 3.6). 
Aplicînd teorema momentelor sta- 
tice în raport cu axele, rezultă pentru 
centrul de masă: 


. Fig. 3.B.11 


3.B.12. O piesă stanțată din tablă omogenă are forma şi dimensiunile date 
în figura 3.B.12. Să se determine poziția centrului de greutate al piesei. 


Rezolvare. Se descompune piesa în trei elemente şi se calculează 
coordonatele centrelor de greutate, ariile şi momentele statice în raport 
cu planele, pentru acestea 
(tab. 3.7). 

Aplicînd succesiv teorema 
momentelor statice în raport 
cu cele trei plane, rezultă 
pentru centrul de greutate 
coordonatele : 


i. ie A LE. Y 2,874; 
3m + 38 


y = BOr + 15) 4 y 429a; 
Sr -+ 38 
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Tabelul 3.7 


zA 


a 
0 1924? 
r : 
Sa |- e a aud a? tka a? 36ra? — 18a? 
TC 2 2 
Ve d PI Sia F , 
— z (3r + 38) a? T (m + 12) a? | 12(3x + 16) a — 9a 


3.B.13. Să se determine poziția centrului de greutate al corpului semi- 
sferic omogen de rază R (fig. 3.B.13.). 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință cu Oz ca axă de simetrie 
a corpului, deci x, = 0; y, = 0. ! 

Se detaşează un element de volum. Folosind coordonatele sferice se 
obține cota centrului de greutate a elementului z = ọ sin e, și volumul 
elementar dV = p? cos ọ dẹ dð dọ. 

Se aplică teorema momentelor statice în raport cu planul xOy : 


2.59 p2 cos q dp d0 do = (i p? sin ọ cos p dp d0 dọ, 


de unde: 
R 27 n2 
f de f do [sin ọ cos e dọ 
0 0 0 


Ze smx 
R 2r 1/2 


f e*dp f ao f cos e dọ 
| o ò d 
Integrînd, rezultă z, = r, 


3,B.14, Să se determine poziția centrului de greutate al conului omo- 
gen, avînd raza bazei R şi înălțimea 4 (fig. 3.B.14). 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință cu Oz ca axă de simetrie 
a conului, deci x, = 0; y, =0 


ES 


Fig. 3.B.13 Fig, 3.B.14 
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Se detașează un element de volum 
dy = AQ, 


Dar fe eaa 
R 


, de unde: r=R| — =). 
h 
Pentru determinarea lui z, se aplică 


teorema momentelor statice în raport cu 
planul xOy: 


h 


h 
ka ( a =] dz = a li FE 2) zaz. 


Integrînd rezultă: z 


WA 
SD o4 

3.B.15. Să se determine poziția centru- 
lui de greutate al corpului omogen avînd 
forma şi dimensiunile din figura 3.B.15. 


Rezolvare.: Se descompune corpul 
în trei elemente: semisfera 7, cilindrul 2 
și jumătatea de cilindru 3. 


Se alege sistemul de axe astfel încît planul yOz să coincidă cu planul 
de simetrie al corpului ; deci x, = 0. Se calculează coordonatele centrelor 
de greutate, volumele şi momentele statice ale acestora în raport cu planele 
z0x şi xOy (tab. 3.8). 


Tabelul 3.8 
Nr. 
boi Yı | Zi | V, | YV | 4V, 
3 16z 
1 (0) —a a? (9) 4rat 
4 3 
2 0 a 2ra? 0 2rat 
4 8 
3 — — a 4a 2ra? — — at “8xai 
3r 3 
28 8 
z = — — na? — af l4za* 
3 3 


Aplicînd teorema momentelor statice în raport cu planele 20x şi xOy, 
rezultă pentru centrul de greutate al corpului coordonatele : 


= — as —0,09a ; 


TE 


z, = 1,3a, 


Ep: 3.B.16. Un corp este compus dintr-un con de densitate p, înălțime +% 
necunoscută, raza bazei R dată şi o semisferă de densitate p, avind 
baza comună cu cea a conului. E i 


54 


CE Scanned with OKEN Scanner 


ama 
O 


e 
f 
f 
p 
/ 
f 
f 


Fig. 3.B.16 


__Să se determine “înălţimea h a conului astfel încât centrul de masă al 
corpului să se afle în punctul C (fig. 3.B.16). 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință cu originea în. punctul 
C şi, cu axa Oz ca axă de simetrie a corpului. Deci, x, = 0, > == 0. Pentru 
ca centrul de masă să se afle în punctul C, trebuie ca şi, Z. 


Se determină z, aplicînd teorema momentelor statice în TAA cu planul 


[Rh O wR k Rh 3R) 2RR- 
z (px + e = r ge E 


Dar z, =0, de unde: k = Rs. 
Pı 


Se observă că dacă p= pı, h = AJ3R. | 
3.B.17. Un rezervor de formă cilindrică şi înălțime / (fig. 3.B.17) are, 


cînd este gol, greutatea Go, iar centrul de greutate în punctul Ce situat la 
distanța x = a? față de planul bazei (a este o constantă dată). Greutatea 


unui lichid care ar umple complet rezervorul este G, = k . Go (k este o 
constantă dată). 


Se cere să se determine înălțimea x pînă la care trebuie umplut rezer- 
vorul cu acel lichid, astfel încît centrul de greutate C al ansamblului rezer- 
vor gol plus lichid să fie în cea mai de jos poziţie, precum și poziția centru- 
lui de greutate în această situație. 


Rezolvare. Greutatea lichidului din rezervor va fi Gu = G= H 
= kG, Ž , iar centrul de greutate al lichidului va fi în punctul C, 


(fig. sar OC, =, 2, 


p 
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Pentru centrul de greutate C al ansamblului rezervor cu lichid vom 
avea: 


h x 
CE mes a, i CI EL cn ame i pag EC, 
Go +G a 2(h + khz) 
0 
h 


Poziţia cea mai de jos a punctului C se determină punînd condiţia : 
= = 0, din care rezultă ecuaţia: | 


kx? + 2hx — ah! = 0, 
Prin rezolvarea acestei ecuații se obţine: 


x = h = Şi apoi e minim = ha = y 
PE py Ş P c minim EP ET 


În poziția sa cea mai de jos centrul de greutate C al ansamblului rezer- 
vor cu lichid se află la suprafața lichidului. | 


3.B.18. Un piston este obținut dintr-un cilindru plin de rază R şi 
înălțime H prin strunjirea unei cavități interioare de formă cilindrică 
avînd raza r < R şi înălțimea k < H, ca în figura 3.B.18. 

Se cere să se determine înălțimea / a cavității cilindrice interioare a 
pistonului astfel încît centrul de greutate C al pistonului prelucrat să fie 
cît mai aproape de fundul acestuia, precum şi poziția centrului de greutate 
în această situație. IA 


Fig. 3.B.18 


Rezolvare, Se notează cu C, şi Ca centrele de greutate ale cavității 
cilindrice interioare, respectiv al cilindrului plin, aflate pe axa de simetrie 
Ox a pistonului (OC, = zu; OCa = x) şi cu Va şi Va volumele cavității 

interioare și al cilindrului plin. 
Poziţia centrului de greutate C al pistonului este dată de: 
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Pentru a găsi poziţia lui C cea mai apropiată de fundul pistonului, 


adică poziţia cea mai îndepărtată de punctul O, se pune condiția de extrem 
Li $ 


gr~ O, din care rezultă ecuația : 
Ph — 2RHh +- RH? = 0. 


Prin rezolvarea acestei ecuaţii se obține: 


R 
ENE + IN tori 
vă RIN = ri 


Se alege soluția Y, = H— E _—— deoarece n <H în timp ce k> H. 
R+AjRZA | 


Înlocuind valoarea obținută pentru %4, în expresia lui 4, se obţine: 


R ' 
xX — H —— —— — a 
T R+ NR = ri În 


Se observă că în poziția sa cea mai apropiată de fundul pistonului, 
centrul de greutate C al acestuia se află chiar pe suprafața interioară a 
fundului pistonului. 
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Capitolul 4 : 
STATICA PUNCTULUI MATERIAL LIBER ȘI CU LEGĂTURI 


4.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


4.4.1. Grade de libertate 


Defimţie. Un sistem mecanic! a cărui poziție în raport cu un reper fix 
este determinată prin p parametri scalari independenţi între ei are $ grade 
de libertate. 


Poziţia unui punct material liber M în raport cu reperul fix Oxyz este 
determinată prin cele 3 coordonate x, Y, z, independente între ele. Punctul 
material liber are trei grade de libertate. 


“ Dacă punctul material este obligat să rămînă pe o suprafaţă, acest 
fapt se exprimă printr-o relație între coordonatele lui : 
F(x, y, 2)=0, 
care este chiar ecuația suprafeței. 
Suprafața se mai poate reprezenta prin ecuațiile ei parametrice! 


x= f(u, v); ya, v); z= h(u, v) 


unde u şi v sînt doi parametri scalari independenți. 


Un punct material obligat să rămînă pe o suprafață are două grade 
de libertate. . 


Dacă punctul material este obligat să rămînă pe o curbă oarecare are 
un singur grad de libertate, deoarece fie că ecuațiile curbei sînt : 


F(x, y, 2)=0 şi G(x, y, z) =0. 
fie că sînt parametrice : 


x=J@); y=gëť); z= z(t), 
poziția punctului pe curbă depinde de un singur parametru scalar. 


Evident, un punct material fixat într-un punct geometric nu are nici 
un grad de libertate. 


4.A.2. Statica punctului material liber 


Pentru ca un punct material liber să rămînă în repaus în raport cu un 
reper fix Oxyz, este necesar și suficient ca rezultanta forțelor aplicate 
punctului material să fie nulă (R = 0). Această condiție vectorială se ex- 


primă prin trei ecuații scalare, dacă sistemul este în spațiu : 
x=0; Y=0; Z=0 


1 În general, un sistem de solide care au legături mecanice între ele. 
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şi numai prin două din ele, pentru sisteme situate într-un plan, sau prin 
una singură dacă forțele care acționează punctul sînt toate situate pe 
o dreaptă care, evident, trece prin punctul material. Expresiile X, Y, Z 
sînt, respectiv, sumele scalarilor proiecţiilor forțelor pe axele Ox, Oy şi 
Oz. Aceste expresii conțin atît caracteristicile forțelor, cît și parametrii 
poziţiei în care este aşezat punctul și rămîne în repaus sub acțiunea forțelor. 
Ecuațiile de echilibru sînt condiții pentru aceste caracteristici și parametri. 
Aceste ecuaţii permit rezolvarea problemei. 


4.A.3. Legături, reacţiuni, forțe de legătură, eliberare de legături 

În problemele mecanicii aplicate, toate legăturile unui corp cu alte cor- 
puri sînt legături materiale. Corpurile legate între ele se interacționează, 
în punctele lor de contact, datorită acțiunii forțelor aplicate corpurilor 
respective. 

Astfel, corpul (C) acţionat de forțele F,, F., F, (fig. 4.4.1, a), acţio- 
nează la rîndul lui asupra corpului (C”) în punctele A şi B cu forțele F 4 
şi F, (fig. 4.A.1, b). În conformitate cu principiul egalității acțiuni și 
reacţiunii, corpul (C”) reacționează asupra corpului (C) cu forțe egale şi 
direct opuse F; si F} (fig. 4.A.1, a). Reacţiunile F4 și F, aplicate cor- 
pului (C) şi acţiunile F, şi F, aplicate corpului (C”) sînt denumite şi forțe 
de legătură şi, evident, ele nu se echilibrează, fiind aplicate unor corpuri 
diferite (C), respectiv (C”). | 

În unele probleme de mecanică teoretică pot apare și condiții geometrice, 
cum ar fi: un punct material obligat să se mişte pe o suprafață sau pe o 
curbă ; de pildă, un punct material obligat să rămînă pe un cerc (pendului 
simplu). 

În aceste cazuri, se poate extinde noțiunea de legătură și asupra con- 
dițiilor geometrice, astfel încît să se poată introduce noțiunea de forță 
de legătură, pe baza principiului forțelor de legătură. 

“Principiul fortelor de legătură. Dacă libertatea de mișcare a unui punci 
material este îngrădită prin condiții geometrice, aceste condiții se poi înlocui 
prin forțe numite forțe de legătură. | 

Prin această înlocuire, punctul material se poate considera ca liber, 
eliberat de legături. 


Fig. 4.A.1 
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Spre deosebire de forţele active (date), forţele de legătură, forțe pasive 
au caracteristici necunoscute. : , 

Aceste necunoscute se pot determina, în statică, scriind condiţiile ne- 
cesare şi suficiente pentru ca punctul material să rămînă în repaus, iar în 
dinamică, studiind mișcarea punctului material cu ajutorul ecuațiilor de 
mişcare. | 


4.A.4. Legăturile punctului material 


Legătura ideală cu o suprafaţă. Punctul material M are o legătură i 
dacă forţa de legătură este normală la suprafaţă (fig. 4.A.2.). ez mea 


Observaţie. 
„Legătura se numeşte bi/aterală dacă punctul material nu se poate des- 
prinde de suprafață în nici una din cele două părţi ale ei. În acest caz 
pe lingă mărime, nu este cunoscut nici sensul forței de legătură. 


„Legătura se numeşte unilaterală dacă punctul material se poate des- 
prinde de suprafață într-una din cele două părți. În acest caz se cunoaște 
sensul forței de legătură. Acesta este dirijat înspre partea în care punctul 
se poate desprinde (fig. 4.A.2). 


Concluzie. Legătura ideală a unui punct M cu o suprafață (S) 
se poate înlocui printr-o forță cu următoarele caracteristici: 

— punctul de aplicație în M, — direcţia normală în M la (S), 

— sensul și mărimea necunoscute, cu observaţia că sensul este cunoscut 
numai în cazul legăturii unilaterale. | 

Legătura reală cu suprafaţa unui corp. În acest caz, în afară de forța de 
legătură ÎN (componenta normală a reacţiunii R’) suprafața (S) a corpului 
se opune, în punctul de contact şi la alunecarea punctului material M pe 
suprafață, printr-o forță 7, care, în general, este datorită frecării. Carac- 
teristicile acestei componente T sînt: punctul de aplicație în M, suportul 
situat în planul tangent în M la suprafaţă, direcţia, sensul şi mărimea necu- 
noscute (fig. 4.A.3). | 

La forțele de frecare se mai ştie că sensul este opus sensului alunecări: 
sau tendinței (datorită forței active) de alunecare a punctului şi că mărimea 
este limitată. 

În concluzie, reacţiunea (forța de legătură) R': 


R'=N 4T 


are două componente: reacţiunea normală N şi reacjiunea tangențială T. 


Fig. 4A2 Fig. 4.A.3 
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4.A.5. Legile frecării uscate (Coulomb) 
I. Modulul forței de frecare de alunecare este dat de inegalitatea ; 


IT| < pi, 


în cazul repausului la limită (în statică), | Taas] ol. 

II. Coeficientul de frecare (p. sau pọ) nu depinde de N și nici de mărimea 
ariei suprafejei comune de contact. 

III. Coeficientul de frecare (p sau po) depinde de natura suprafețelor 
solidelor în punctele de contact, de felul prelucrării lor şi de natura sub- 
stanțelor interpuse. 

IV. Coeficientul de frecare de alunecare în mișcare (u) nu depinde de 
viteza relativă dintre cele două solide. 

Observații 

Legile și coeficienții de frecare sînt determinaţi experimental. 

Legile lui Coulomb sînt legi aproximative cu valabilitate restrînsă strict 
la frecarea uscată. Mai mult, legile II și IV sînt supuse unor critici justi- 
ficate. 

În dinamică: | 7| = |N]. 

Se numeşte unghi de frecare de alunecare (9o) unghiul pe care-l formează 
reacţiunea statică maximă : 


Rae =N T T naz? 
cu normala la suprafața (S) în punctul de contact M (fig. 4.4.4) 


Qo = arctg Tae] = arctg to- 
INI 


Cu ajutorul unghiului de frecare se poate construi, în”orice punct M al 
suprafeței (S), o suprafață conică (fig. 4.A.4) avînd ca axă normala în M 
la (S) iar ca generatoare dreptele duse prin M înclinate cu unghiul g, față 
de axă. Suprafața generată se numeşte conul de frecare în M al suprafefei 
(S) cu punctul material (sau cu solidul dacă contactul poate fi conceput 
punctual). | 

În general, acest con depinde de valoarea ọọ care este, o funcție de 
direcția considerată pe planul tangent (P). 

Dacă frecarea este izotropă, aceeași în orice direcție, conul de frecare 
este un con circular drept. 

Conul de frecare, ca și unghiul de frecare, este utilizat deseori în 
calculele grafice. Astfel dacă se construieşte unghiul şi conul de frecare 
(Geometrie descriptivă) cu vîrful în punctul material, precum și rezultanta 
forțelor date aplicate punctului, se poate deduce ușor dacă punctul material 
rămîne sau nu în repaus, 

Dacă rezultanta R are suportul plasat în interiorul conului, punctul 
M rămîne în repaus, dacă e în afara conului, punctul M nu rămîne în 
repaus, iar dacă suportul coincide cu o generatoare a conului, repausul 
este la limită. 

Legătura unui punct material cu o curbă (C). Caracteristicile forței de 
legătură R’. 

Componenta normală Ñ (fig. 4.A.5) are punctul de aplicaţie în M, 
suportul în planul normal (P) la curbă în M, dacă curba este strimbă, 


deci necunoscută. 
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Fig. 4.4.4 Fig. 4.A.5 


Dacă curba este plană, suportul coincide cu unica! normală la curbă 
iar sensul necunoscut, în afara cazului unei legături unilaterale cind se 
cunoaște şi sensul. 

Mărimea este întotdeauna necunoscută, determinarea ei, ca şi a celor- 
lalte caracteristici, depinzînd de ecuațiile de echilibru. 

Componenta tangențială T (fig. 4.A.5) are M ca punct de aplicaţie, 
suportul, tangenta în M la C, sensul și mărimea necunoscute. Ceea ce se 
ştie este că T se opune mişcării sau tendinței de mișcare, iar în cazul forțelor 
de frecare are mărimea limitată de: ` 


IT| < eN]. 


Legătura unui punct material printr-o bară sau prinir-un fir. Legătura 
prin bară rigidă se încadrează în legătura bilaterală cu o suprafață sferică 
sau dacă sistemul e plan, cu un cerc. Dacă legătura este realizată prin fir, 
ea este unilaterală. , 

Dacă se neglijează rezistența mediului care ar constitui reacțtunea tan- 
genjială, reacţiunea este dirijată după bară sau după fir (fig. 4.A.6), adică 
se reduce numai la reactsunea normală. Numai la legătura prin fir se cunoaște 
dinainte sensul forței de legătură. 


4.A.6. Statica punctului material 
cu legături 


În general, problemele staticii punctului 
material cu legături se rezolvă folosind urmă- 
toarele indicații; | 
— se scoate în evidență aspectul fizic și 
dacă este cazul, cel tehnic; 

— se scot în evidență datele problemei: 
forțe cunoscute, parametri ai poziției de 
repaus date, coeficienți de frecare etc.; 


Fig. 4.A.6 


1 dacă punctul este nesingular. 
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— se notează caracteristicile cunoscute şi necunoscute ale forțelor de legă- 
tură, precum şi parametrii necunoscuţi ai poziției de repaus; 
— se eliberează punctul material de legături şi se alege sistemul de referință 
cel mai convenabil care să permită scrierea unor ecuaţii de proiecție cît 
mai simple, fără însă a modifica datele problemei. 

Condiţia vectorială ` necesară şi suficientă pentru echilibrul forţelor, 
R + R' = 0, se proiectează pe axele sistemului de referință ales, de exem- 
plu pe Oxyz: | 


Ypy e0:  VY+YV'=0j 24 = 


unde R(X, Y, Z) este rezultanta forțelor date aplicate punctului? material 
iar R'(X', Y’, Z’) este rezultanta forțelor de legătură conținînd în expresiile 
scalare și necunoscutele problemei. În afară de cele 3 ecuații (în spațiu, în 
cazul sistemelor plane, numai două ș.a.m.d.) se mai pot scrie și inecuații de 
forma : | 7 | < u|N| pentru forțele de frecare, dacă sînt. 

Se rezolvă sistemul de ecuaţii și inecuații scalare. Problemele cu inecuații 
datorită frecărilor sînt nedeterminate. În anumite cazuri de legături multiple, 
numărul necunoscutelor forțelor de legătură pot depăși numărul ecuațiilor 
scalare de echilibru în care intervin aceste necunoscute. Asemenea sisteme 
de legături se numesc static nedeterminate. 

Mai sînt sisteme în care numărul necunoscutelor forțelor de legătură 
este mai mic decît cel al ecuațiilor scalare de echilibru. Un asemenea sistem 
se numește mecanism, deoarece legăturile nu au suprimat toate gradele 
de libertate ale sistemului. Ecuațiile de echilibru nefolosite servesc la cal- 
culul parametrilor de poziţie, adică la determinarea poziției în care sistemul 
trebuie așezat astfel încît sub acțiunea forţelor date şi a legăturilor el să 
rămînă în repaus. | 

La sfârşit, se va trece la interpretarea fizică şi la explicarea rezultatelor 


obținute. je 


4.B. APLICAŢII LA STATICA PUNCTULUI MATERIAL 


4.B.1. Un punct material M este atras de 3 puncte fixe, A, B şi C, 
aflate la distanța Z unul de altul (fig. 4.B.1), cu forțe proporționale cu 
distanţa de la punctul M la fiecare din ele, coeficienţii de proporţionalitate 
fiind K, Ka, Ka. Se cere poziţia de echilibru a punctului M. 


Rezolvare. Expresiile vectoriale ale forțelor sînt date de: 
F, = EMA; F, = KMB; Fa = K,MC. 


În raport cu sistemul de axe xAy, poziţia punctului M este dată de 
parametrii x, y necunoscuți. Deci se pot scrie vectorii : 


F = E, af! haii Kıyj 
F, = Ra — x)f — Kayi 
a W3 4 
P= Kdi- a)i + E -a)i 
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Proiectind forțele pe axele Ax, 
Ay, rezultă sistemul de ecuaţii: 


. (X, =0); 
t4 
-+ K|% — x) = 0; 
(£Y, = 0); 


Fig. 4.B.1 de unde 
ET ATE I3 
(+$)? REA 
fope dia A A ep ide — il 
Kit Kit Ka’ Kat Ka + Ka 


Caz particular : 


| 
pi y ae 
6 


Poziția de echilibru a punctului M coincide cu centrul de simetrie al tri- 
unghiului. | 
xX 2.B.2, De un inel M de greutate neglijabilă sînt prinse trei fire la 
capetele cărora acționează greutățile P, G şi Q. Două dintre fire trec fără 
frecare prin două inele fixe situate în A şi B. Se cere poziția de echilibru 
a inelului M dată de unghiurile 0 şi ọ (fig. 4.B.2, a). i 
Rezolvare. Se izolează inelul M introducînd forțele care acționează 

firele respective. Proiectînd după sistemul xMy se obțin ecuațiile de echi- 
libru :- 

(ZX, = 0); Qcosep — P cos 0 =0; 

(£Y, =0); Qsine+ Psin 0 =G =Q. 


Fig. 4.B.2 


k 
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Rezolvînd sistemul rezultă : 
PIN. indiu E Ee 

2G9 2GP 

Deoarece singe [—1; +1] şi sin0e [—1; +1], pentru poziția de 
echilibru trebuie îndeplinite condițiile : 


sin ọ == 


as] geri iiy a | pla: 
200 o? 2GP 


Din aceste condiții rezultă : 

P<Q0+G; G<Q+HP; Q<PHG. 

Solutia grafică. . 

Pentru ca forțele G, P şi Q să fie în echilibru, trebuie ca poligonul 
forțelor să fie închis. Problema revine la construirea unui triunghi cînd 
se cunosc mărimile a trei laturi şi direcția uneia dintre ele (fig. 4.B.2, b). 
Din construcţia grafică rezultă mărimile unghiurilor 0 și ọ, relațiile între 
laturile triunghiului format de forțe regăsind valorile din rezolvarea analitică. 


4.B.3. Să se determine tensiunile din cele trei cabluri de prindere ale 
greutății P, poziția de echilibru M fiind dată de distanțele a, b, c, d ṣi h 
(fig. 4.B.3). i 


Rezolvare. Se izolează corpul P, punînd în evidență tensiunile 
Sı Sa, S; ecuațiile de echilibru sînt: 


(ZX, = 0);  Sıcos a — Sesin B — Sasiny - cos è = 0; 
(EY, = 0); —S,sina + Sacos B — S; sin y - sin d = 0; 


(57, =0); Scos y — P = 0. 


5 — Probleme de mecanică ci 
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N 


© Rezolvînd sistemul se obține : 


= P cos(f — 8) P, adto [pa 2. 
Su CE oale dp Ei h  bd—ac e Za 
inta +8). PD, Aer) fai pe di 
cos(a + p) h bd — ac a a 
Se sm mă = DAE FETE. 

(A 


cos Y 


S, = Ptgy 


4.B.4, Un punct material M de greutate G este legat cu un fir de 
punctul fix A și se sprijină pe un plan înclinat cu unghiul «. Cunoscind 
unghiul f dintre fir şi perete, să se determine forțele de legătură 
(fig. 4.B.4, a). 

Rezolvare. Se eliberează punctul material M de legături punind 
în evidență tensiunea S în fir şi reacţiunea normală N. Faţă de sistemul 
de axe My, ecuaţiile scalare de echilibru se scriu: 


(2X, =0); G sin « — S sin (a + f)=0; 
(ZY, =0); N + Scos(a + p) — G cos « = 0. 


sin « i N= sin B 


Rezultă: S = G — i ——. 
sin(a + B) sin(a + p) 


Soluția grafică. 
Se construieşte poligonul forțelor începînd cu forța complet cunoscută 
G, prin extremitățile căreia se duc paralele la direcțiile lui N și S astfel 
încît poligonul să fie închis (fig. 4.B.4, b). Relațiile ce se deduc din tri- 
unghi 
N S G 


x O —— 


sin ß sina  sin(« + B) 


regăsesc rezultatele obținute din soluțiile analitice. 


b) 
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Fig. 4.B.6 


4.B.5. Un punct M de greutate G poate aluneca fără frecare pe un 
cerc, fiind respins de extremitatea inferioară a diametrului vertical al 
cercului cu o forță F invers proporțională cu pătratul distanței dintre 
cele două puncte. Să se determine poziția « de echilibru a punctului pe 
cerc şi reacţiunea cercului (fig. 4.B.5). 


Rezolvare. Se eliberează inelul M de legătura cu cercul punînd 
în evidență reacţiunea normală N. În sistemul de axe xMy, ecuațiile 
scalare de proiecție pentru echilibru sînt: 


(ZX, =0); G sin a — F cos Ž = 0; 


(£Y, =0); N — G cos a — F sin Ž = 0, 
k 
E ag E ARO NE 0. E 
AM? & 
4R2 sin? — 
2 
Rezultă soluțiile : 
k 
a) cos% =0; «=; = —G; 
2 4R? 


4.B.6. Un punct material M de greutate G poate aluneca fără fre- 
care pe curba plană y = f(x), fiind respins (respectiv atras) de o forță 
orizontală H = + kx proporțională cu abscisa punctului (fig. 4.B.6). Să 
se afle poziția de echilibru a punctului şi reacţiunea normală la curbă. 
Caz particular : a) parabola y = ax?; b) parabola y? = 2 px. 


Rezolvare. Se eliberează punctul M de legătură, înlocuind legă- 

tura cu reacţiunea N normală la curbă, Se notează cu a unghiul pe care 

tangenta la curbă îl face cu axa Ox, Proiectînd forțele pe direcția tangentei 
şi normalei la curbă, se obțin: 


H cos «— G sin « = 0; 
N — G cos « — H sin « = Q; 
rezultă: H = Gy' = 4+kx ecuația ce defineşte poziția de echilibru; 


N = Gy 1 + y” reacţiunea normală. 
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- În cazurile particulare date: 
a) parabola y = ax’, 
se obține soluţia x = 0 şi condiţia k = 2Ga ce corespunde unei poziții de 
echilibru independente de x; reacţiunea este N = GAJI F 4222 ; 
b) parabola y? = 2 ps, 


3 m1 iti 
rezultă : s= VÊVŻ; N=6Vi+£ 


4.B.7. Pe un plan înclinat cu unghiul æ se află un punct material 
M de greutate G, nd căruia acționează o forță P al cărui suport 
face cu planul un unghi constant 6. Dindu-se 
coeficientul de frecare u pe plan, se cere va- 
loarea lui P pentru care punctul M stă in 
repaus (fig. 4.B.7). 


Rezolvare. Problema implică două posi- 
bilități de mișcare. Presupunînd că sub acțiunea 
forțelor efectiv aplicate G și P, punctul àf are 
tendința de a aluneca în sus, se eliberează punc- 
tul de legături introducînd forțele de legătură, 
reacţiunea normală N și forța de frecare T 
orientată în sens opus, adică în Jos. 

Ecuațiile scalare de echilibru față de siste- 
Fig. 4.B.7 mul My sînt: 


(Z£, = 0); Pcosp—Gsina—T=0; 
(2Y, =0); N + Psin 6 —Gcosa = Q. 


Se adaugă inecuația T < pN. 
Rezolvînd sistemul se obține : 
P<G sin a + ucos a 


cos B + usin B 


sau, punînd p = tg ọ, rezultă: 
pe geeta 
cos(ß — ẹ) 


dacă p — e < = , iar pentru B — ọ ? 3 Z lunecarea în sus nu poate apărea. 


Dacă tendința de alunecare este în jos, sensul forţei T se schimbă, 
adică este în sus, rezultînd: 
"sin a — p Cos a 
> GO» 
P2 cos B — gsin B 


sau: 
; sin(x — ọ) f 


P>G 
cos(f + ẹ) 


dacă $ ati în eio iar pentru a < ọ lunecarea în jos nu poate apărea. 
| 2 Ai Li 
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Pentru a avea echilibru trebuie ca: 


sin (a — q) Gs<P < Gin (a + B) 


| cos (B + e) cos (B — q) ` 
Pentru ca punctul M să-şi păstreze legătura trebuie ca N >Q. 
Se obține: 
G cos a — Psin p> 0 
P, < G cos æ i 
sin B 


— În cazul cînd æ + pB Ee 


limită P, =G n se află în afara intervalului de valori de sus şi echilibrul 


punctului se poate strica numai prin lunecare. 
Deci: 


» cazul general, se observă că valoarea 


GREA < PGi) oc age p, 


cos (B+) ~O D T cos(a — o) sing 


— În cazul cînd «+ >= 


Ge GELIY e pese 
cos (B+ 9) o O sinp 


4.B.8. Un inel M de greutate G reazemă pe un cerc vertical cu coefi- 
cient de frecare p, fiind acționat şi de forța orizontală F = G. Să se 
determine poziția de echilibru dată de unghiul 0 (fig. 4.B.8) 


Rezolvare. Se eliberează inelul M de legături introducînd forțele 
de legătură : reacţiunea normală N și forța de frecare T orientată în sus, 
presupunînd tendința de alunecare în jos. Ecuațiile scalare de echilibru, 
în raport cu sistemul de referință +My sînt: 


(Z4,:=0):; Gsin 0 —Fcos6—T=0; 
(£Y, = 0); N—Gcos0 — F sin 0 = 0. 
Se adaugă inecuația: T < yN. 
Rezolvînd sistemul şi luînd în considerare şi tendința de mişcare în 


sus, se obține pentru echilibru domeniul de va- 
riație pentru 9: 


4J 
L w 
Iae stig0s nE 
ltu l— p | 
4.B.9. Un punct material de greutate G se Ag 
află pe curba plană de ecuație y = f(x), fiind | 


= î AE. ? j 
acționat de o forță P avînd direcția tangentei la G 
curbă. Să se determine între ce limite variază j 


raportul L , dacă punctul ocupă o poziție de echi- 


D 
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AN NE libru într-un punct M de abscisă x = x, 
coeficientul de frecare fiind u (fig. 4.B.9). 
Aplicaţie numerică + a) y =sin x; u = 0,2; 
i X. ci De a, D E A 
%o 3? b) y 2 1; u =0,2; % = l. 
Rezolvare. Se presupune că sub ac- 
țiunea forțelor efectiv aplicate G şi P, punc- 
tul ar avea tendința de alunecare în sus; 
eliberînd punctul de legături, se introduc for- 
țele de legătură: reacţiunea normală N şi 
forța de frecare T orientată în jos. Notînd 
cu a unghiul pe care tangenta la curbă îl 
face cu axa Ox, proiecţiile forțelor față de 
sistemul tMv conduc la ecuaţiile scalare de echilibru: 


P-—G sin a-—T=0; 
N —G cos «=Q. 
Se adaugă inecuația: T < uN. 
Rezolvînd sistemul, rezultă : 
P < G(sin « + u cos a). 


Deoarece tg « = y' și ținînd seama şi de tendința de mişcare în jos, 
rezultă pentru echilibru dubla inegalitate : 


[9] 
Fig. 4.B.9 


Ya Pa teu 


VIP C G C VFN 
Pentru aplicația numerică se obțin valorile: 


a) 0,268 < = < 0,627 b) 0,496 < = < 0,925. 


xX 4.B.10. Un inel M de greutate G alunecă pe un cerc situat într-un 
plan vertical. Inelul M este legat cu un fir trecut în punctul B peste 
un scripete fix avînd la capăt o greutate P (fig. 4.B.10). Cunoscînd 
coeficientul de frecare u, să se determine valorile lui P pentru poziția 
de echilibru. 


Rezolvare. Inelul are două posibilități de mişcare, se consideră 
tendința de mişcare spre dreapta. Se eliberează punctul M de legături 
introducînd forțele de legătură : reacţiunea normală N, forța de frecare 
T opusă mişcării, tensiunea P din fir. Se aleg 
axele xMy şi se proiectează totalitatea for- 
țelor ecuațiilor scalare de echilibru: 


(ZX, = 0); P cos — G sin « — T = 0; 


(£Y,=0); N — Psin2 — G cos « = Q. 


Fig. 4.B.10 Se adaugă inecuaţia: T < pN. 


A e 
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Rezolvind, se obține: 
p < GE æ -e ți COS a 


cos = sin = 
Ta 


sau, înlocuind tg ọ = u, rezultă: 


bogana condiția să nu alunece în sus. 


= + 
cos | — 
2 ọ 


Condiția este valabilă pentru — + p< A , deci 71 < = — 9. 


În cazul tendinței de alunecare în jos, se va schimba sensul forței de 
frecare T rezultînd: 
P > gon x — W cosa, 


a isa o 
COS — Sin — 
j al aa" 


Condiţia este valabilă pentru — —ọ < = i adică — < = -+ọ, deci pen- 


tru toate pozițiile inelului pe cerc. 


4.B.11. Două inele A şi B sînt prinse prin trei fire, poziția de echi- 
libru fiind dată de unghiurile de 60°, 30° şi respectiv 45°. Cunoscînd 
greutatea P a inelului 4, să se determine greutatea Q a inelului B, precum 
şi mărimea tensiunilor în fire (fig. 4.B.11) pentru echilibru. 


Fig, 4.B.11 


D 
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_ Rezolvare. Se eliberează inelele de legături punind în evidență 
"tensiunile S,, S şi S, dinifire. Ecuațiile de echilibru sînt : 
< S, cos 30° — S, cos 60° =0 ' 

S, sin 60° — S, sin 30° — P =0 

S, cos 30° — S, cos 45° = 0 

S, sin 30° + S, sin 45° — Q = 0. 

Rezultă : 

Q=2(1 +A) S = PAS; Sia Pi Si = p$. 


Soluția grafică. Se construieşte poligonul de echilibru al forțelor inelu- 
lui A (fig. 4.B.11, b), apoi al inelului B (fig. 4.B.11, c). 


4.B.12. Se consideră sistemul format din două corpuri A şi B legate 
printr-un fir, rezemînd pe planurile aspre de înclinare «œ (fig. 4.B.12). 
Cunoscînd greutatea G a corpului din stînga şi coeficientul p de frecare 
de alunecare, să se determine greutatea P a corpului din dreapta pentru 
echilibru. 


Fig. 4.B.12 


Rezolvare. Se eliberează corpurile de legături introducînd tensi- 
unea S din fir, reacțiunile normale N, şi N., forțele de frecare 7, şi Pa 
considerînd tendința de mişcare spre dreapta. Ecuațiile scalare de echilibru 
vor fi: 

N, — G cos «= 0; 
P sin «— S — T,=0; 
N, — P cos «=Q. 

Se adaugă inecuațiile T, < yN, şi Ta < uNa. | 

Rezolvînd sistemul de ecuaţii, luînd în considerare şi tendința de miş- 
care spre stînga, se obţin limitele între care variază P pentru echilibru ! 

sin a —p cos a - p g Gin atueos a 
sin a pg cosa A sin a — p COS g 


-] 
t? 
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Capitolul 5 
STATICA SOLIDULUI RIGID LIBER ȘI CU LEGĂTURI 


5.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


5.A.1. Grade de libertate 


Un solid rigid liber în spatiu are 6 grade de libertate, adică pozitia lui 
în spațiu depinde de 6 parametri scalari independenți între ei. 
Se ştie că pentru a fixa, în raport cu un reper Oxyz, un solid rigid 
este suficient să fie fixate trei puncte ale solidului : 
A (xx, Yu Zu) B (Xz, Yo 22), C (X3, Ys, 23), 


cu condiția ca cele trei puncte să. nu se afle pe o aceeași dreaptă (fig. 
5.4.1). 


5.A.2. Statica solidului rigid liber 


Pentru ca un solid rigid liber, în repaus în raport cu un reper fix 
Oxyz şi acționat de un sistem de forțe, să rămînă mai departe în repaus, 
este necesar și suficient ca torsorul sistemului de forțe compus din: 


RSs MS, xF. 
să fie nul: | 
R=0, A=0, (5.1) 


adică sistemul de forțe aplicat solidului rigid să se echilibreze. 
Cele două condiţii vectoriale se traduc prin șase condiții scalare : 


a Qui Y = Qin Z=i0; (5.2) 
M, = "0, M, =0, M, =0, 
unde X este suma scalarilor proiec- 
țiilor forțelor pe axa Ox și M, este 


scalarul momentului rezultant în ra- 
port cu axa Ox ; în mod corespunzător 


y : 
E (3 Ya 23) 


se consideră și Y, M, şi Z, Ma d d, 
Cei 6 scalari al ecuațiilor (5.2) ZX yo 22) 
conțin atât caracteristici ale forțelor Alea, 


care acționează, cît şi parametri de 
poziţie ai solidului rigid în raport cu 
reperul fix. l 
Ecuațiile de echilibru permit rezol- 
varea problemelor în care necunoscute 
pot fi atît unele caracteristici ale for- 
țelor, cât şi parametri de poziție. Fig. 5.4.1 
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Numărul total al acestor necunoscute, care pot fi determinate, nu poate 


fi mai mare ca 6. | 
Cazuri particulare. Dacă sistemul de forțe acționează astfel încît supor- 


turile lor să fie situate într-un plan solidar cu solidul, condiţiile de echi- 
libru, exprimate scalar în raport cu un reper avînd axele Ox şi Oy în acest 


plan, se reduc la: 
ă =0, Y == 0, M, = M, = 0. (5.3) 
În cazul în care sistemul de forțe care acționează solidul este cu suportu- 


rile paralele, condițiile de echilibru exprimate în raport cu un reper ales cu 
axa Oz paralelă cu direcția comună a suporturilor, sint: 


Z=0,  M,=0 şi  M,=0, (5.4) 


Dacă solidul este acţionat numai de trei forțe, sînt necesare următoarele 


condiţii pentru suporturile acestor forțe: 

— ori toate trei concurente şi distincte, 

— ori toate trei paralele și distincte, 

— ori toate trei confundate. 

Condiţiile nefiind și suficiente, mai trebuie satisfăcute şi alte condiții 
care se deduc uşor pentru diferite cazuri particulare. 


5.A.3. Legăturile unui solid, deplasări 


În practică, solidele reale au diferite tipuri de legături între ele. Legă- 
turile se realizează în punctele lor comune de contact. Mulțimea acestor 
puncte poate fi considerată, cu o bună aproximaţie, ca fiind continuă, 
constituind o suprafață de contact limitată de o anumită curbă închisă. 
Această suprafaţă de contact poate fi datorită unor prelucrări sau con- 
secința deformărilor superficiale cînd solidele reale în contact sint acționate 
de forţe. 

Legătura pe această suprafaţă a celor două solide (C) şi (C”), (C”) fiind 
considerat fix (fig. 5.A.2), reduce din cele 6 grade de libertate ale lui C 
permițîndu-i numai anumite deplasări şi un anumit număr de grade de 
libertate p < 6, în funcţie de tipul legăturii. 

Astfel, legătura prin reazem reduce un grad de libertate a solidului 
(C), lăsîndu-i p = 5. Legătura prin articulație sferică suprimă 3 grade de 
libertate, lăsîndu-i p = 3. Legătura prin articulație cilindrică suprimă 5 
grade de libertate, Jăsîndu-i p = 1. În sfârşit, legătura prin încasirare nu-i 
lasă solidului (C) nici o posibilitate de deplasare față de (C ’), adică p = 0. 

„Se mai precizează următoarele : aceste legături sînt în spațiul cu trei 
dimensiuni, fiecare din ele reprezintă un anumit tip unic de legătură, se 
pot lua în considerare şi legături multiple simul- 
fane prin care se pot suprima un număr anumit 
de grade de libertate ale solidului (C). De pildă, 
suprimarea celor 6 grade de libertate se mai 
poate realiza şi printr-o articulație cilindrică 
combinată cu un reazem, adică p=6—5—1=0. 

Dacă deplasarea unui solid (C) este limitată 
de condiția ca un plan (P) solidar cu (C) să fie 
obligat să se deplaseze într-un plan fix (P 7 
solidul (C) nu mai are decît 3 grade de libertate. 
Fig. 5.4.2 + + : Aceasta este deplasarea plau-paralelă a unu 


ge 
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solid. Studiul ei se poate face cu ajutorul deplasă- 
rilor și a legăturilor unei plăci plane (P) care este 
obligată să rămînă în același plan fix cu o altă 
placă plană (P”) fixă. Placa (P), dacă este /iberă 
în planul fix (P”) are 3 grade de libertate. În 
cazul în care (P) este legată de placa fixă (P”) în 
punctele de contact situate pe un arc de curbă 
comun AB (fig. 5.A.3), se pot distinge următoarele - 
“tipuri de legături: 
— veazemul care reduce numărul gradelor de liber- 
tate la 2 şi permite plăcii (P) deplasări de alune- Fig. 5.4.3 
care şi de rostogolire față de (P”); 
— articulația care reduce la 1 numărul de grade de libertate, permițind 
plăcii (P) numai rotația față de un punct fix comun (P'). Acestei legături 
îi corespunde, în spațiul cu trei dimensiuni, articulația cilindrică ; 
— îmcastrarea care reduce toate gradele de libertate ale plăcii (P) față de 
(P”). Lucrurile se petrec ca și cum (P) ar avea două puzicte fixe comune cu 
(P'), adică două articulaţii sau o articulație şi un reazem,; 
— um solid liber în spațiu poate fi deplasat oricum. De îndată ce el este legat 
de un solid fix, tipurile de deplasări sînt limitate la următoarele : alunecare, 
rotație, rostogolire cu diferite variante sau compuneri între aceste tipuri. 
Cele care prezintă un interes mai mare în aplicații vor fi prezentate mai 
departe. | 

Oricare ar fi deplasările permise de legăturile solidului (C) cu solidul 
(C^) fix, toate aceste deplasări ale lui (C) întîmpină opuneri din partea solidu- 
lui (C”) datorită frecărilor care apar în punctele de contact de pe suprafața 
comună. Aceste opuneri se pot exprima prin sisteme de forțe pasive. 

Despre frecări şi despre forțele de frecare se ştim următoarele : 

— ele nu reduc mai mult numărul gradelor de libertate rămas solidului 
(C) după considerarea legăturii respective cu (C'); 

— forțele de frecare au valori limitate. 


5.A.4. Forțe de legătură sau reacțiuni 


Dacă legăturile sînt concepute ca ideale, model corespunzător irecărilor 
foarte mici, neglijabile, forțele de legătură sau reacțiunile sînt distribuite 
după normalele comune în punctele suprafeței de contact. Ele se numesc 
reacțiuni, normale, iar dacă se folosește și modelul rigidităţii, ele pot primi 
orice valori în funcție de. forțele active. 

Dacă se ține seamă şi de frecări, acestea sînt legături tangențiale şi se 
înlocuiesc prin forțe de legătură sau reactiuni tangențiale. Aceste forțe depind 
de reacțiunile normale, de caracteristicile fizice ale materialelor suprafețelor 
celor două solide în contact şi de forțele care tind să deplaseze solidul (C) 
față de (C”). Întotdeauna reacțiunile tangenţiale, datorită frecărilor, se 
opun tendinței de deplasare, au valori nedeterminate şi limitate, valorile lor 
maxime pot apare numai în momentul în care dispare repausul solidului 
(C) față de (C°). 


5.A.5. lpoteze cu privire la distribuţia forţelor de legătură 


În general, forțele de legătură sînt distribuite pe o suprafață sau pe o 
curbă comună de contact. Legile după care ele sint distribuite se stabilesc 
experimental. La fel se determină și legile privind frecările. Toate aceste 
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legi empirice sînt folosite în problemele de mecanică aplicată, În mecanica | 


teoretică, într-un prim studiu aproximativ se admit uneori următoarele 
ipoteze simplificatoare : | 

— forţele de 'legătură normale sînt uniform distribuite pe suprafața, 
comună sau pe arcul de curbă comun de contact; f 

` — frecarea este tzotropă, adică coeficienții de frecare sînt aceiași î 
toate direcțiile pe suprafața sau curba de contact. 

Dacă la baza studiului teoretic stau aceste ipoteze simplificatoare, $e 
demonstrează că în multe situații lucrurile se petrec, din punct de vedere 
al aşezării forțelor de legătură, ca și cum contactul dintre (C) şi (C°), respec- 
tiv dintre (P) şi (P'), ar fi punctual. Sînt însă unele probleme de frecare, 
de pildă: frecarea de rostogolire, frecarea de pivotare, frecarea în arti- 
culații, în care una din ipoteze sau ambele nu pot fi admise. În aceste cazuri, 
sistemul forțelor de frecare se reduce şi la cupluri de forțe care nu pot acționa 
într-un singur punct, punctul de contact. Totuşi, cum în ecuaţiile de echi- 
libru cuplurile sînt reprezentate prin momentele lor, vectori simpli, acești 
vectori pot fi aşezaţi ca şi forțele, în punctul presupus de contact al legă- 
turii schematizate. | 


5.A.6. Necunoscutele reacţiunilor pentru legăturile curente 

Reazemul în spațiu ' 

Reacțiunea normală N are suportul dirijat după normala comună 7% 
(fig. 5.A.4) dusă în punctul O de contact la suprafața solidelor (C) și (C”) 
sensul şi modulul necunoscute. Sensul este cunoscut numai dacă legătura 
este unilaterală. ze 

Forja de frecare de alunecare T are suportul care trece prin 0, situat 
în planul tangent (P,) comun la suprafețele solidelor, direcția şi sensul 
necunoscute, iar modulul limitat de inecuația: | 7| < u|N|, unde y este 
coeficientul de frecare de alunecare. 2 

Cuplul de frecare de pivotare este reprezentat prin momentul M, situat 
pe suportul Ñ, sensul opus sensului de pivotare, iar modulul limitat de 
inecuaţia | M,| < ur| |, în care u este coeficientul de frecare la alunecare, 
iar 7' o lungime depinzînd de caracteristicile geometrice ale suprafeței 
comune de contact (de obicei o coroană circulară), în care caz: 


p__ 2r trà 
3 fı + 7a 


Y 


Fig. 5.A.5 
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Cuplul de frecare de rostogolire este reprezentat prin momentul M, situat 
în planul tangent (P,) de direcţie și sens necunoscute, iar modulul limitat 
de inecuaţia | M,| < s|Ñ |, în care s este coeficientul liniar de frecare de 
rostogolire stabilit experimental în funcție de natura materialelor solidelor 
în contact. 

“„Reazemul în plan 

Reacţiunea normală N are suportul dirijat după normala comună! î 
(fig. 5.A.9) din punctul O de contact al curbelor care mărginesc plăcile 
(P) şi (P'), sensul și modulul necunoscute. Sensul se cunoaşte numai dacă 
legătura este unilaterală. i 

Forța de frecare de alunecare T are suportul dirijat după tangenta comună 
din 0, sensul opus tendinței de deplasare, modulul limitat de inecuația 
| pi < e Rii unde yu. este coeficientul de frecare de alunecare dintre plăcile 

şi 4 
Cuplul de frecare de rostogolire este reprezentat prin momentul M,, 


perpendicular în O pe planul plăcilor, avînd sensul necunoscut, iar modulul 


limitat de inecuația |M,| < sÑ |, s fiind coeficientul liniar de frecare 
de rostogolire. | 

Articulația sferică l 

Legătura solidului (C) printr-o articulație sferică (raza sferei 7) cu solidul 
(C”) fix, îi permite 3 grade de libertate. Prin reacţiunea Ñ normală la supra- 
fețele sferice în punctul de contact al celor două solide (C) şi (C”), legătura 
se opune forțelor active la desprinderea solidelor. Tot în punctul de contact 
mai apar şi frecări, dar care nu se aseamănă cu frecarea de alunecare, de- 
oarece deplasarea solidului (C) față de (C”) este complexă, părînd a fi com- 
pusă din rostogolire şi alunecare. De aceea forța de frecare T din O (fig. 
3.A.6) nu poate fi exprimată după legile frecării coulombiene. 

Datorită frecărilor în articulație apare şi un cuplu de frecare care se 
opune cuplului activ. Momentul cuplului de frecare în articulație este repre- 
zentat printr-un vector M” trecînd prin O, dar cu direcție necunoscută 
și al cărui modul este limitat de inecuaţia: 


MI <prR'| (5.5) 


“unde : u’ este un coeficient de frecare în articulație determinat experimental, 
7 este raza sferei și R’ reacţiunea totală din articulatie. 
În concluzie, într-o articulație sferică, forțele de legătură pot fi repre- 


zentate prin R' şi M' (fig. 5.4.7), R' = X'i +Y + Zk, unde X’, Y’, 


Fig. 5.4.7 


Fig. 5.4.6 


1 numai dacă punctul nu este singular. 


gp” 7î 
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mai 


Z’ sint necunoscutele scalare ale proiecţiilor reacţiunii totale pe cele trai 
axe ale reperului Oxyz, iar M’ are direcţia şi sensul necunoscute, modulții 
“limitat de inecuația (5.5). | 

Articulația cilindrică 

Această legătură lasă solidului (C) un singur grad de libertate față 
(0%). Dacă se neglijează frecarea, această legătură corespunde cu moc 
“teoretic a două articulații sferice în două puncte fixe O, ṣi O; (fig. 5.A. 
Cu această modelare legătura poate fi înlocuită prin reacțiunile R, /(X,, 
Ya Z) şi Ra(Xe Ya, Za) din cele două articulaţii sferice. Sînt în ftotal 
şase necunoscute scalare ale acestor forțe, pentru determinarea cărora se 
pot scrie cele șase condiții de echilibru al sistemului de forțe date și de legă- 
tură. Cu toate acestea sistemul de legături rămîne simplu static nedeter- 
minat deoarece în ecuația de momente față de axa Oz, care trece prin cele 
două articulaţii, nu pot apare nici una din necunoscutele scalare alejreacți- 
unilor R, şi R. Această ecuaţie este o condiție pentru parametrul 0 al 
poziţiei în care trebuie aşezat solidul (C) pentru a rămîne în repaus față 
de (C”). | 

Observaţii / 

Dacă se asimilează articulația cilindrică cu o articulaţie sferică fără 
frecare O, şi un reazem simplu O, în care reacţiunea fiind normală pe Ozz, 
R, are numai două necunoscute X, și Y,, în aceste condiţii sistemul devine 
static determinat, ultima ecuaţie de momente în raport cu 0,z servind, la 
fel, pentru determinarea parametrului 0. 

Mai mult, reazemul O, poate fi considerat ca un fus, lagăr etc. și se poate 
adăuga şi cuplul de frecare corespunzător al cărui moment este limitat: 
de: 

(M| < pr Rel. 


Articulația în plan 

Aceasta este asemănătoare articulației cilindrice în spațiu în forma 
prezentată la observaţii. Legătura îi mai lasă plăcii (P) un singur grad 
de libertate faţă de (P'). Legătura poate fi înlocuită prin reacţiunea R'(X'’, 
Y’) din O, necunoscute fiind X’, Y’ (fig. 5.4.9). Cea de-a treia necunoscută 


este 0, parametrul scalar al poziției de repaus a plăcii (P) față de (P'). Dacă 


articulația este cu frecare (frecare în fusul 0), momentul M’ necunoscut 


y 


R'(xy) 
AT RA 


Fig. 5.A.8 Fig. 5.4.9 
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Fig. 5.A.10 Fig. 5.A.11 


al cuplului de frecare are direcția perpendiculară pe planul plăcilor, sensul 
necunoscut, iar modulul limitat de inecuația : 


A < wriR'I, 


unde y' este coeficientul de frecare a fusului, 7 raza fusului și R’ — reacţi- 
unea totală din fus. 

Încastrarea este legătura care suprimă solidului (C) toate gradele de 
libertate față de solidul (C”). În acest scop solidele trebuie să aibă cel puțin 
trei puncte comune 0O,, O, şi O, nesituate pe o linie dreaptă (fig. 5.A.10). 
În realitate legătura se face pe o mulțime de puncte situate pe o suprafață 
complexă comună. Din această cauză forțele de legătură nu pot fi deter- 
minate static.. De aceea, în mecanică, o încastrare este considerată, în 
ansamblu, ca legătura care prin forțele ei de legătură echilibrează torso- 
rul forțelor date R, M, obţinut în orice punct O al încastrării (fig. 5.A.10). 
Cu alte cuvinte, încastrarea poate fi înlocuită în O printr-un torsor RR, M” 
necunoscut dar care poate fi determinat prin ecuațiile vectoriale : 


R+R=0; M’ + M =0, 
zespectiv prin ecuațiile scalare : 
X'+ăX=0; Y'+Y=0; Z'+Z=0; 


M:+M,=0;  OM+M,=0;  M+M,=0, 


Observaţie. 

În cazul unei plăci plane (P) încastrată în placa fixă (P') în planul 
ei (fig. 5.A.11), legătura se înlocuiește printr-o forță R'(X”, Y’) necunos- 
cută dar cu suportul trecînd prin punctul O reprezentind încastrarea Și 
printr-un cuplu de moment M perpendicular pe planul tix, avind modu- 
lul şi sensul necunoscute care pot fi determinate prin ecuațiile scalare : 


X +X=0; Y+Y=0;  M+M=0, 


5.A.7. Indicații cu privire la rezolvarea problemelor 
de statica solidului 
Sînt corespunzătoare celor date la statica punctului material cu logă- 
turi şi constau diu; analiza aspectului fizic al problemei, notarea „datelor 
(torţe date, poziții de repaus dacă sint cunoscute, cosiicienți de frecare 
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Fig. 5.A.12 Fig. 5.A.13 


etc.), înlocuirea legăturilor prin forțe de legătură scoțîndu-se în e idență 
caracteristicile cunoscute şi cele necunoscute ale acestor forțe, adică să se 
ajungă la eliberarea solidului de legături, alegerea celui mai convenabil 
sistem de referinţă, scrierea condițiilor scalare de echilibru pentru sistemul 
de forțe date și de legătură (inclusiv forțele datorită frecărilor), completarea 
ecuaţiilor privind forțele de frecare ṣi momentele cuplurilor de! frecare, 
rezolvarea sistemului de ecuaţii și inecuaţii și interpretarea fizică sau chiar 
tehnică a rezultatului obținut. f 

O atenție deosebită trebuie dată cazurilor în care contactele fiind consi- 
derate punctuale, punctele de legătură sînt singulare pentru unul sau chiar 
pentru ambele solide. 


În asemenea cazuri se poate greşi cu uşurinţă atît la reprezentarea 
forțelor de legătură cît şi Ja calculul lor. 

Astfel, în cazul unei bare drepte AB rezemată în A şi C pe un contur 
format dintr-un semicerc continuat cu o dreaptă (fig. 5.4.12), punctul 
A este singular pentru bară dar ordinar pentru cerc, iar punctul C este 
singular pentru conturul cerc-dreaptă şi ordinar pentru bară. 

„În asemenea situații, în baza principiului egalității acțiunii și reacţiunii, 
direcția reacţiunii normale este normală la curba care în punctul de con- 
tact nu prezintă singularitate. 

Însă, dacă punctul de contact este singular pentru ambele solide, cum 
este cazul barei AB care are în A un contact obligat cu colțul unghiului 
drept al conturului A A'Cd (fig. 5.A.13), în asemenea cazuri nu se cunoaşte 
în prealabil direcția forței de legătură normală. Lucrurile se petrec ca şi 
cum în A ar fi un punct de articulație pentru bară, iar forța de legătură 
are două componente X,, Y, necunoscute dacă sistemul este plan şi trei 
componente necunoscute dacă sistemul este în spaţiu. 


5.B. APLICAȚII LA STATICA SOLIDULUI RIGID, LIBER 
ȘI CU LEGĂTURI | 


5.B.1. Bara AB omogenă, de greutate G şi lungime 27 este rezemată în 
A de un perete vertical, iar în C de muchia unui alt perete, situat la distanța 
a de primul (fig. 5.B.1). Contactul are loc fără frecare. 

Să se determine unghiul 0 de înclinaţie al barei față de orizontală în pozi- 
ţia de repaus, precum şi reacțiunile din reazemele A şi C. 


-8e 
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Fig. 5.B.1 Fig. 5.B.2 


Rezolvare. Se eliberează bara de legături prin introducerea reac- 
țiunilor în reazemele A şi C, fiecare reacțiune avînd ca direcție normala la 
suprafața care nu prezintă punct singular în punctul de contact. 

Pentru obţinerea unor ecuații de proiecții cît mai simple, se alege siste- 
mul de referință xOy astfel încît să se proiecteze cît mai multe forțe în ade- 
vărata mărime. 

Ecuațiile scalare de echilibru sînt : 


SĂ, = 0; N, — Nesin 0 =0, 
2Y, =0; Necos0—G=0, 


SM, =0; —Glcos 0 + Ne = 0. 


cos 


Rezolvînd sistemul de ecuații se obține pentru poziția de echilibru : 


E a 
cos 0 = 1/2. 
I 


Pentru ca echilibrul să fie posibil : 


3! m 
| y+ < 1, deci a sl. 
A 


_ Reacţiunile vor fi: 


2 
3 3 fi 
a a 
5.B.2. O bară AB omogenă de greutate G şi lungime 2/ este așezată în 


interiorul unei semisfere de rază a (fig. 5.B.2). | , | f 
Să se determine unghiul 0 de înclinație al barei față de orizontală 


poziția de repaus, precum și reacțiunile din reazemele A şiįD. 

Rezolvare. Se eliberează bara de legături, prin introducerea reacți- 
_umilor în reazemele A ṣi D. Alegînd sistemul de referință xAy, ecuațiile 
scalare de echilibru sint: 

SX, =0; N,cos®0 — Gsin 0 = 0; 
SY, = 0; N,sin 0 —Gcos 0 +N, =0; 


ZM, =0; N, 2a cos 0 — Gl cos 0 = Q. 


? 


pt> 


n 


6 — Probleme de mecanică 
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Rezolvînd acest sistem, se obține pentru poziția de echilibru : 


l4 NIE -+ 32a? 


8a 


cos 0 = 
Este valabilă rădăcina corespunzătoare semnului „-+”. Echilibrul es 


posibil pentru cos 0 < 1: 
LA NP 324: o 1 
8a ii alti 


de unde rezultă condiţia 1 < 2a, deci centrul de greutate C al barei trebuie 
să se găsească în stînga punctului D. 
Reacțiunile vor fi: 
N, =Gtg0; N=. | 
2a | 


5.B.3. O bară AB omogenă de greutate G şi lungime / se reazemă cu 


capetele pe două plane înclinate cu unghiurile «, respectiv f față de orizon- 
tală (fig. 5.B.3.). Contactul are loc fără frecare. | 

Să se determine unghiul ọ de înclinaţie al barei față de planul AC, în 
poziția de repaus, de asemenea reacţiunile. 


Rezolvare. Se eliberează bara de legături introducînd reacţiunile 
corespunzătoare în reazemele A şi B, apoi se scriu ecuaţiile scalare de echi- 
libru în raport cu sistemul de referință ales în figură. 


EX, =0; N sin « — N,sin p = 0; 
SY = 0; N,„cosa — G + N, cos p = 0; 


EM, =0; —N l cos ș + G= cos (e — a) =0. 


Rezolvînd sistemul de ecuaţii rezultă : 


_  GsinB ___Gsin a 
€ inath sina) 
tg ọ = sul — ctga. 


sin a sin (a + 6) 


5,B.4. Bara AB omogenă, de greutate G şi lungime 2/ este rezemată 


într-un locaş de secțiune dreptunghiulară (fig. 5.B.4). | 
Cunoscând distanța a și unghiul a, să se determine reacțiunile din reaze- 


mele A și C. 


Fig. 5.B.3 


oa 
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Rezolvare. Se eliberează bara de legături, prin introducerea, reacţi- 
unilor Xe Ya şi Ne. 
„ Alegînd sistemul de referință ca în figură, ecuaţiile scalare de echilibru 
sint: 
| 2X, =0:; X — Nesina =0; 


EY, = $ Yı — G -+ N, cos a = 0; 
SM, 


de unde se obțin valorile reacțiunilor : 


ă, = G- sin a cos? gr Y, =ç(1 — $ cost a). 
a a 


Ry sv + A. cos? af% COS & — 2). 
a a 


N; =G A. cos? « 
a 
X 5.B.5. O bară OA omogenă, de greutate G şi lungime 21 este articulată 
în punctul fix O, iar extremitatea A a barei este prinsă cu un fir, petrecut 
peste scripetele B, aflat pe orizontala punctului O la distanța OB =1. De 
capătul firului este suspendată greutatea P cunoscută (fig. 5.B.5, a). Să se 
determine unghiul 0 pe care îl face bara cu orizontala în poziția de repaus, 
de asemenea forțele de legătură. 


Iar : 


Rezolvare. Se eliberează bara de legături, introducînd cele două 
componente necunoscute X, şi Y, ale forţei de legătură R, din articulația 


O şi forța de tensiune din fir |5| = |P |. În sistemul de referință ales, ecuații- 
le scalare de echilibru sînt : 


ZX, =0; -Xo + Ssin a =0; 
DY =Q? Yo — G + Scos = 0; 


—Gl cos 0 + S 27 cos $= O: 
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“ înlocuind S = P în ecuaţia de momente, se obține pentru poziția d 
echilibru : l 


BI LIGA 
ca fu PARLE e 
2 2G 


Analizind rezultatul se constată că ambele soluții corespund. Soluția cu 
semnul (4-) corespunde numai dacă P < =. Soluţia cu semnul (—) cgres- 


punde cazului reprezentat în figura 5.B.5.b. 

înlocuind unghiul 0 în celelalte ecuații de echilibru se obţin Xd, Yo, 
respectiv Ro. 
x 5.B.6. Grinda ABC, de greutate 
neglijabilă, avind forma şi dimensiu- 
nile indicate în figura 5.B.6, este re- 
zemată în punctul D şi articulată în 
punctul. E. Asupra grinzii acționează 
forţele verticale P respectiv 2P şi o 
forță orizontală 3P, reprezentate în 
figură. Să se determine reacțiunile 
‘din reazemul D şi articulația E. 


Fig. 5.B.6 


Rezolvare. Se înlocuiesc legăturile cu reacțiunile corespunzătoare - 


şi se scriu ecuațiile scalare de echilibru : 
| EX, =0; —X;+3P=0; 
ZY, =0; —P+N,—2P+Y:=0; | 
ZM, =0; P3a—N,-2a+2P-a-—s3P.- a=0. 
Rezolvînd sistemul de ecuaţii, se obține : 
N,=P; X =3P; YSP. 
respectiv 
R, = PNI3. 


x 5.B.7. O grindă cotită OABC, de greutate neglijabilă, este încastrată 


la extremitatea O. Forma, dimensiunile și încărcarea grinzii sînt date în 
figura 5.B.7. Să se determine torsorul forțelor de legătură din încastrarea O. 


Fig. 5.B.7 


` Sfenscorect Å (Sans presupus 
sezulial dir injjial) 
alceule) 


BA - 
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= Rezolvare. Se alege sistemul de referință xOy (fig. 5.B.7). Se 
eliberează grinda de legături, înlocuind încastrarea O cu torsorul forțelor 
de legătură format din reacţiunea R, de componente X,, Y, şi cuplul de 


moment Mg. Sarcina p = Z. uniform distribuită pe porţiunea BC = 2a, 
À a 


se înlocuieşte cu rezultanta p - 2a = 2P aplicată în centrul de greutate, 
deci la jumătatea intervalului BC. Se scriu ecuațiile scalare de echilibru : 


Sr 07 Xp 0! 
ESY, =0; Y,—P—P—2P=0; 
EM, =0; M, — Pa + 4Pa — P2a — 2P3a — 3Pa =0. 


Rezolvînd sistemul de ecuații, rezultă: 


X, = — 3P (semnul minus arată că sensul componentei X, este invers 
celui inițial ales în figură, sensul corect fiind reprezentat cu linie întreruptă) ; 


Y, = 4P, respectiv |R, | = 5P; M, = 8Pa. 


5.B.8. O emisferă omogenă de greutate G şi rază R este aşezată cu partea 
convexă pe un plan orizontal. În punctul B al emisferei este agăţată greu- 
tatea Q. Să se determine unghiul ọ format în poziția de repaus de axa de si- 
metrie a emisferei cu verticala (fig. 5.B.8). 


Rezolvare. Se înlocuieşte reazemul A cu forța de legătură norma- 
lă N. Dintre ecuaţiile scalare de echilibru se utilizează numai suma de mo- 
mente, în care apare ca necunoscută doar unghiul ọ cerut. 


XM, =0; GOC sing — QR cos ọ = 0; 
unde OC = 2 Rp. cap. „Centre de greutate”). 


v 89 
R : = =., 
ezultă : tg ọ E 
| 5.B.9. Bara cotită ABC, omogenă, de greutate P, cu laturile AB =Ł 
şi BC = 21 formînd un unghi q = 60°, este suspendată de capătul A prin- 
tr-un fir fixat în punctul D (fig. 5.B.9). Să se determine unghiul « al laturii 
BC cu orizontala, pentru poziția de repaus. 


Fig. 5.B.8 Fig. 5.B.9 
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/ 


= Rezolvare. Se izolează bara, introducînd tensiunea S în fir şi se 
„scriu ecuaţiile scalare de echilibru : J 


3 3 / 


SM, = 0; 72 [cos a — Lcos (p — «)]— Ž cos (e — a) = 0/ 


Rezultă: S = P şi iae E, } 
5 sin e i 
Pentru 
ọ = 60° ; tga= Ë, 
respectiv 


a 197. 


5.B.10. Un cub omogen de greutate G şi latură a, cu fața ABCD cOnţinu- 
tă într-un plan orizontal, este articulat în A și simplu rezemat în B și D, 
iar în punctul I este prins cu un fir orizontal în prelungirea muchiei EI, 
fixat în J (fig. 3.B.10). Asupra cubului acționează forțele P şi Q, de-a lungul 
muchiilor HI, respectiv IE. Să se determine reacțiunile din- A, B și D, 
precum și tensiunea în firul I J. 


Fig. 5.B.10 


Rezolvare. Se înlocuiesc legăturile cu forţele de legătură corespun- 
zătoare şi se scriu ecuaţiile scalare de echilibru, în raport cu sistemul de 
referință ales în figură. 


ZX, 30; X,—P=0; 
Dy =; Y,—Q+s5=0; 
34, =0; Za +N + N —G=0; 


XM, =0; Qa + Nsa — Sa mG = D; 
2M, = 0; Nya — Pa— G2 =0; 


ZM, =0; Qa+ Pa— Sa=0. 


Sogge. 
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Rezolvînd sistemul de ecuaţii se obţine: 
Aa i „= —P; Za = —2P. 


Semnul minus arată că sensul componentelor Y, și Z, este invers celui 
inițial ales în figură. 


R, = PAR; N, = N, = ZS, S=P4+Q. 


5.B.11. O grindă cotită OABC, de greutate neglijabilă, este încastrată 
la extremitatea O. Forma, dimensiunile şi încărcarea grinzii sînt date în 
figura 5.B.11. Să se determine torsorul forțelor de legătură din încas- 
trarea O. | 


Fig. 5.B.1l 


A 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință Oxyz (fig. 5.B.11). Se 
înlocuieşte încastrarea O cu torsorul forțelor de legătură format din reacți- 
unea R, de componente Xo, Ye, Zo şi cuplul de moment M, de compo- 
nente Mos, Moy Şi Mo Se scriu ecuaţiile scalare de echilibru : 


EX, =0; 4,—P=0; 

EY, =0; Y,—2P=0; 

£Z, 30; Z,—89P—2P0; 

SM, = 0; M, — 8SPa — 4Pa + 4Pa — 6Pa = 0; 

XM, =0; My —2Pa— 2Pa=0; 

ZM =0; 3Pa—M„,=0. | 

Rezolvînd sistemul de ecuații, rezultă : 
X= P; Y,=2P; Z, = 107, 
respectiv, | R, ] = 4/105 P = 10,25P; i 
M, = MPa; Mnu = 4Pa;, Mu = 3Pa, 

respectiv, | M, | = y221 Pa = 14,87 Pa. 
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5,B.12. Cadrul ABDC+EF este compus din tronsoanele (1), (2) şi (4) 
„de lungime Z şi greutate G fiecare, respectiv tronsonul (3) de lungime 7 și 
greutate 2G, tronsoanele fiind dispuse ca în figura 5.B.12. Cadrul are o 
articulație sferică în A, două reazeme în B și F și o legătură prin firul C,H. 
Asupra cadrului acționează forțele concentrate P și Q, precum și sarcina 
p uniform distribuită pe porțiunea DE = 2]. Să se determine reacțiunile 
din articulaţia sferică A, reazemele B și F şi tensiunea din firul C,H. 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință Axyz (fig. 5.B.12). Se 
eliberează cadrul de legături, înlocuind articulația A cu reacţiunea” R, de 
componente X, Y, şi Za, reazemele B și F cu reacțiunile N,, respectiv 
N, iar firul CH cu tensiunea S din fir. Sarcina p uniform distribuită pe 
intervalul DE = 2] se înlocuieşte cu rezultanta 277 aplicată în centrul de 
greutate C,, deci la jumătatea intervalului DE. Se seriu ecuaţiile scalare de 


echilibru : 
DR =D XP =0; 
dy, = 0; Y, +S—Q=0; 
S= 0; Za EN N, 5e —2pll= 0; 
ZM =0; —G2 + N — GI — 2G1 — 2pP — GI + NA —SI+Q1=0; 


SM = 0; PL — 2ph — 261 — GI + N= 0; 
EM, =0;  P1—S1+021=0. 


ezolvînd sistemul de ecuaţii, rezultă : 


es De y [=Po Zı=2~ P-Q; 
N,= +Q; N, =3G+ P+ 2%; S= P + 2%. 


X 5.B.13. O bară AB omogenă, de greutate G și lungime 2, este prinsă de 
capătul A cu un fir de lungime OA = l, fixat în O, iar capătul B se reazemă 
cu frecare pe un perete vertical (fig. 5.B.13). Cunoscînd valoarea coeficien- 
tului de frecare u, să se determine unghiul 0, pe care îl face bara cu verti- 
cala, în poziția de echilibru, de asemenea valorile reacțiunilor. 


Fig. 5.B,12 
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Rezolvare. Se eliberează bara de legături, introducînd reacţiunea 
normală la perete N,, forța de frecare Tẹ, opusă tendinței de mișcare, şi 
tensiunea în fir S, 

Se scriu ecuaţiile scalare de echilibru în raport cu sistemul de referință 


ales în figură: 
SX, =0;  —T„+G-—Scos0=0; | 
dy, i e SR i pp 
aM, =0; N, 21 cos 90 — G sin 0 = 0. | 


Se adaugă inecuația: 7, < uNe 
Rezolvînd sistemul, se obține: 


tg 0 > 


F |o 


: 3 
; respectiv 0 > arctg—; 
u 


Nsg ISFE 
4u 4u 


9 + p. 


A stu O scară AB, de lungime Z și greutate neglijabilă, se reazemă cu 
frecare în A pe un plan orizontal (coeficient de frecare ua) și în B pe un 
perete vertical (coeficient de frecare ua), față de care este înclinată cu un 
unghi 0 dat (fig. 5.B.14). Să se determine distanța x pînă la care se poate 
urca un om de greutate G pe scară, fără ca scara să alunece. 


Rezolvare. Se eliberează solidul de legături şi se scriu ecuaţiile 
scalare de echilibru : 
ZX, =0:; N T,=0 
EP 00) ap iti: Ap 303 50 


ZM, = 0: + Na sinh — Gl x) sin 0 — N cos 0 = 0. 

Se adaugă inecuațiile : 109.79 
Ta S UNa; Ta SNe 

Rezolvînd sistemul, se obține : 


1 + Bits 


Problema se pretează la o rezolvare 
grafică cu ajutorul unghiurilor de fre- 


care 9, Şi Q2: 

Pı = arctg r; pa = ATC tB Hg 

Se construiesc dreptele Aab, Ad,b, şi 
Ba,a, Bb,b care limitează direcțiile reac- 
țiunilor totale din A și B: 


R, = N, + RN, tT, Fig. 5.B.14 
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„Pentru echilibrare trebuie ca: R, + R, -+ G = 0, adică forţele copla- 
nare R, R, şi G să fie concurente. | | 

Deoarece intersecția suporturilor reacțiunilor totale se găsește în patrula- 
terul aa,5b, sau pe laturile lui, pentru echilibru trebuie ca și suportul forței G 
să treacă prin această intersecţie. În consecință, conform figurii 5.B.14, 
poziţia limită a omului este determinată de verticala vîrfului b,. Patrula- 
terul aabb, se numeşte patrulaterul frecărilor. 

% 5.B.15. Un paralelipiped omogen ABCD, de greutate G, avînd laturile 
şi d, se reazemă cu fața AB pe un plan înclinat cu unghiul a față de orizon- 
tală, coeficientul de frecare între fața AB și plan fiind u (fig. 5.B.15). Știind 
că unghiul a creşte, să se determine valoarea sa pentru poziția limită de 
echilibru. 

Rezolvare. Se eliberează paralelipipedul de legătura cu planul 
înclinat, introducînd reacțiunile N și T, de asemenea cuplul M, care se 
opune tendinței de rostogolire. | 

Se scriu ecuaţiile scalare de echilibru: 

2X, =0; T-—Gsina=0; 
2Y, =0;  N-—Gcosa=0; A 


ZM, =0; GŽsin a — M, =0. : 


Se adaugă inecuațiile : 
T 2 iN, M,ssN. 

= Se observă că în poziția limită de echilibru s = 2 adică paralelipipe- 
dul se reazemă doar cu muchia A pe planul înclinat, reacţiunea N avînd 
punctul de aplicație în A. 

Rezolvînd sistemul rezultă condițiile pentru unghiul «: 

tga <p, deci a <arctgu pentru ca paralelipipedul să nu alunece 
în Jos. 

Pentru poziția limită de echilibru : aaa, = arc tg p. 

tg a <5 deci « < arc tg pentru ca paralelipipedul să nu se rosto- 
golească în jos. 

Pentru poziția limită de echilibru: @mas = arc tg— A 


Evident că pentru repaus « trebuie să fie mai mic, cel mult egal (la limi- 
tă) cu cea mai mică din cele două valori. 


Fig. 5.B.15 
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y 8 Ea . P iji i 
Dacă z < uiar unghiul a creşte, pierderea echilibrului se va face prin 


. v a . LE Bă . . Á 
rostogolire; dacă FA > p, pierderea echilibrului se face prin alunecare. 


5.B.16. O roată de rază R şi greutate G se reazemă pe un plan înclinat cu 
unghiul a față de orizontală (fig. 5.B.16), Cunoscînd coeficienții de fre- 
care la alunecare u şi rostogolire s, dintre roată şi plan, să se determine 
unghiul œ pentru care roata rămîne în repaus. 


Rezolvare. Se izolează roata, introducînd reacţiunea normală N, 
forța de frecare T opusă tendinței de alunecare şi cuplul M, opus tendinței 


de rostogolire. 
Condiţiile de echilibru exprimate scalar în raport cu sistemul de referință 


xOy, sint: 
AA =0; T — Gsina=0; 
2Y, =0; N —Gcosa=0; 
£M,=0;  GRsina—M,=0. 


Se adaugă inecuațiile : 
'T <uN; M, SiN, | 
Rezolvînd sistemul se obțin următoarele condiții pentru unghiul «: 
tg a < p, respectiv a < arc tg p pentru ca roata să nu alunece în jos; 


deci: oma, = arctgu, 
er e sS v _ 
şi tg a < = respectiv « < arc ET pentru ca roata sa nu se rostogolească 


A . e s 
în jos; deci: Oas = aTC tg 2 ; 

Evident că pentru echilibru trebuie ca unghiul «œ să fie mai mic, cel mult 
egal cu cea mai mică din cele două valori. 
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STATICA SISTEMELOR DE SOLIDE 


GA. PREZENTARE TEORETICĂ 


S.A.1. Generalităţi 


Prin sistem de solide se înţelege o mulțime finită de solide care se inter- 
acționează. În statică se studiază cazul special al solidelor legate între 
ele avînd şi legături exterioare. Legăturile pot fi astfel încît sistemul de 
solide să fie deformabil sau să fie nedeformabil, adică sistemul întreg, în 
care nu joacă rol micile deformaţii ale fiecărui solid în pa 


i îi “ FI IC, LC rte, să poată fi 
considerat un rigid. Cele mai des întilnite sisteme de solide din viața prac- 


tică şi din tehnică sînt constituite din bare drepte legate între ele. Mecanis- 
mele sint sisteme de bare legate între ele prin articulații sau reazeme și 
care au unul sau mai multe (în număr finit) grade delibertate. Fermele, 
stilpii, grinzile se pot realiza și prin sistem de bare legate între ele prin 
articulații, astfel încît sistemul să nu mai aibă nici un grad de libertate. 
În general, asemenea sisteme de bare se numesc grinzi cu zăbrele. Ele sînt 
folosite pe o scară largă în tehnica construcțiilor. 

Cu toate că teoretic sistemul este considerat nedeformabil, totuşi, în 
practica, sarcinile şi variațiile de temperatură produc barelor metalice și 
sistemului întreg mici deformaţii şi deplasări. Pentru evitarea efectelor 
dăunătoare ale deformaţiilor şi deplasărilor, unele din legăturile exterioare 
ale sistemului sînt reazeme aşezate pe role care permit sistemului mici 
deplasări dar care nu-i aduc sistemului nici un grad de libertate. 

Problemele staticii sistemelor de solide. Problema directă: dindu-se un 
sistem nedeformabil de solide, cu legături exterioare şi interioare, în repaus, 
acționat de forțe exterioare, să se determine forțele de legătură exterioare 


şi interioare sistemului. 

Problema inversă sau mixtă. Dindu-se un mecanism (sistem deformabil 
de solide) cu legături exterioare şi interioare, acționat de forțe exterioare, 
să se determine, poziţiile în care trebuie aşezat 
mecanismul pentru ca el să rămînă în repaus, 
precum şi forțele de legătură exterioare și 
interioare pentru aceste poziţii. 


6.A.2. Condițiile repausului 


Un model satisfăcător pentru un sistem 
de solide în repaus este un sistem de puncte 
materiale (fig. 6.A.1) în repaus. i 

Notaţii. O, originea sistemului de referință 
fix; M, (i = 1, 2, 3, ..., n), unul din cele 4 
(finit) puncte materiale; F, rezultanta. forțe- 
lor exterioare date şi de legătură aplicate 
Fig.” 6.4.1 punctului M,; E, forţă interioară, reprezen- 
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tînd acțiunea punctului material M, asupra lui M, iar F,, reacţiunea 
lui M, asupra lui M,; 7, 7, vectori de poziție. Forţele interioare ascultă 
de principiul egalităţii acţiunii și reacţiunii, de pildă pentru forțele inte- 
rioare dintre M, şi M,: 


W ANA EA i e 5 XP 0 N (6.1) 


Definiție. Un sistem de puncte materiale (sistem material deformabil ) 
în repaus în raporl cu un reper fix, rămîne în această stare dacă fiecare din 
punctele sistemului rămîne în repaus față de acelaşi reper şi reciproc. 


Condiţiile necesare de echilibru pentru forțele exterioare sînt : 


n n 
SF, =0 şi S7xF,=0 (6.2) 
i=l i=1 

Însă, aceste condiții nu sînt şi suficiente pentru ca ststemul deformabil 
să rămînă în repaus. 

Numai dacă sistemul ar fi nedeformabil aceste condiții sînt și suficiente 
pentru ca sistemul să rămînă în continuare în repaus. 

Condițiile (6.2) se pot scrie, pe baza definiției, atît pentru întregul sistem, 
cit și pentru o parte din sistem ca și cum fie întregul, fie partea considerată 
ar fi rigide (teorema sohidificării ). 

În acest fel se elimină din scriere total sau parţial forțele de legătură 
interioare. 

Cele stabilite pentru un sistem de puncte materiale se extind și asupra 
unui sistcm de solide. 

Pentru rezolvarea problemelor de statica solidelor sînt mai multe metode, 
dintre care vor.fi prezentate cele mai des folosite în aplicaţii. 


6.A.3. Metoda izolării solidelor 


Această metodă comportă următoarele etape principale : 

se izolează fiecare solid în parte de celelalte solide ale sistemului, prin 
introducerea forțelor de legătură interioare; 

se eliberează solidul de legăturile sale exterioare, întroducîndu-se forțele 
de legătură corespunzătoare ; 

se scriu condiţiile ca sistemul de forțe, date și de legătură! exterioare şi 
interioare, să se echilibreze. 

Când se trece de la un solid la următorul se ține seamă de faptul că for- 
țele de legătură dintre ele sînt două cîte două egale şi direct opuse, | 

În cazul a! n solide legate între ele se obțin 2n ecuaţii vectoriale, respectiv 
Gn ecuaţii scalare pentru sisteme de solide în spaţiu acționate de forțe în 
spaţiu şi 3n ecuaţii scalare pentru sisteme de plăci plane, acționate de forțe 
în planul lor. dia 3 RL e + | 

Se mai poate aplica teorema solidiiicării fie întregului sistem de solide, 
fie uneia sau alteia din grupele de solide legate între ele. Ecuațiile obținute 
nu conțin, total sau parţial, forțele de legătură, în consecință scrierea lor 
prezintă avantaje pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii. Aceste, ecuaţii 
nu sînt independente de ecuaţiile scrise pentru fiecare solid izolat, ci numai 
consecințe ale lor, 

Observați _ | 5 

Cele 6 ecuaţii scalare pentru sisteme în spaţiu, respectiv cele 3 ecuații 
scalare pentru sisteme de solide în plan, sînt necesare pentru determinarea 
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necunoscutelor problemei : forțe de legătură exterioare şi interioare, poziţii 
de repaus. În cazul în care numărul ecuațiilor este mai mic decit cel al necu- 
noscutelor, sistemul de legături este static nedeterminat. 

Aplicarea metodei izolării poate fi greoaie pentru sisteme cu multe solide, 
cazul grinzilor cu zăbrele. În asemenea cazuri și în anumite condiții se 
pot adopta ipoteze simplificatoare, care, cu toate că duc la rezultate aproxi- 
mative, sînt pe deplin satisfăcătoare pentru nevoile tehnicii. 


6.B. APLICAŢII LA STATICA SISTEMELOR 


Fi Un cilindru de greutate Ọ şi raza R este aşezat la baza unui 
perete vertical cu care vine în contact în A, punctul de contact cu pămîntul 
fiind B. Pe cilindru se reazemă o bară de greutate neglijabilă, articulată 
în C şi care are la capătul liber o greutate P, lungimea barei fiind /, iar 
punctul de contact cu cilindrul D. Se dă unghiul 2« pe care bara îl face cu 
peretele şi se cer forțele de legătură din A, B, C și D (fig. 6.B.1, a). 


Rezolvare. Se izolează corpurile sistemului, introducînd asupra 
fiecăruia forțele corespunzătoare şi se scriu condițiile de repaus: 
— la cilindru (axele x,0,yı) (fig. 6.B.1, c): 


(ZX, = 0); N,— N,cos2«=0; 
(£Y, =0);  N,—0—N,sin2x =0; 


Fig. 6.B.1 
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— la bara CD (axele xCy) (fig. 6.B.1, b): 
(5X, = 0); Xa -+ N, cos 2« = 0; 
(£Y, = 0); Yo — P + N sin 2a = 0; 
ZM, = 0); — Pl sin 2% + N,R ctg « = 0. 


Sînt 5 ecuații cu 5 necunoscute: N,, Na Zao Ya Na 


Rezolvînd sistemul se obține : 
2Pl 


N, = — sin? a ; 
R 
N =—X __2Pi o: a 
„-.— g Si Ta a cos 24%; 


2Pi 3 
N =Q + F æ sin 2«; 


Y P — 2F! sin? a sin 2a. 
R 
6.R.2. Se dă sistemul de bare din figura 6.B.2, a acţionat de forța P. 
Se ca forţel= de legături din A, B,C. 
metoda izolării elementelor sistemului și se 
nt să rămînă în repaus. Se introduc forțele 
în raport cu sistemele de axe indicate, 


Rezolvare. Se aplică 
pune condiția ca fiecare eleme 
de legătură interioare și exterioare. 
ecuaţiile de echilibru sînt: 

— corpul AB (fig. 6.B2, b): (ZX. = 0); —X, + P+ X: =0; 
l (2Y; = 0) Y, + Y= 0; 


3 


(ZM, = ); -PŽ — X,R +Y,R=0. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


1 corpul: BC (fig. 6.8.2, c); (ZX, = 0); AX, — Xa 0; 
Rao ae ab Via 0: 
(EM, = 0); Y,R + XR =0. 


Alegînd în mod convenabil ecuaţiile, se găsesc următoarele rezultate : 
P P 


P 
Y = aym i Vu i Yo, 
$ ei Arg AT 


Se observă că forța X, este desenată în sens invers sensului real de 
acțiune. 

6.B.3. Bara AB de greutate P şi lungime /, articulată în A și făcînd 
unghiul « cu orizontala, se sprijină în D pe o bară verticală CD, încastrată 
în C. Cunoscînd distanța a de la A la C, să se determine forțele de legătură 
din punctele A, C şi D (fig. 6.B.3, a). 

Rezolvare. Se obțin următoarele ecuații de echilibru, folosind 
sistemele de axe xAy, respectiv xCy: 

— corpul AB (fig. 6.B.3, b) (ZX, =0); X,— N sin « =0; 

i (£Y, =0); Y,„+Ncosa—P=0; 


(£M;, =0); — P4 cos a — N Tai 


COS 4 


— corpul CD (fig. 6.8.3, 0) (ZX, =0); X,+Nsina=0; 
(£Y, =0); Y.—Ncosea=0; 


(ZM, =0); Me — NAS =0. 


COS & 


Fig. 6.B.3 
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Rezolvind ecuațiile, se obține: 


| PI PL 
N = Za cost ai Ye = cost a; 
a a 


X, = — sin «cos? g; Y, = P[L— ees J 
- 2a 2a 
PI. f PI 

Xe = — z Žr a cost a; Me = “Sim” a cos a, 

a 


Reacțiunea X, are sensul real, invers celui de pe desen. 


:B.4. O scară ABC cu brațe egale AB = AC =l şi de greutăți egale 
G, stă în poziția de echilibru dată de unghiul 2« în A, capetele B și C fiind 
legate cu un fir și sprijinindu-se pe pămînt. Se cere tensiunea din firul 
BC la echilibru (fig. 6.B.4, a). 


Rezolvare. Se aplică în sistemul nedeformabil, dat, metoda izolării 
corpurilor din sistem. Scriind, în raport de axele alese în figură, ecuaţiile 
de echilibru ale sistemului de forțe, se obține: 


— corpul AB (fig. 6.B.4, b) (ZX, =0); S— X, =0; 
(ŁZY, =0); N„—G—Y,=0; 


(ZM, = 0); — N sin a + Gosin a + Sl cos a =0; 


7 — Probleme de mecanică 


CE Scanned with OKEN Scanner 


— corpul AC (fig. 6:B.4, c) (ZX, =0); X,—S=0; 
: (EY, =0); Y, +Ne—G=0; 
(XM, =0); Nd sin a — Sicos g —G 2 sin & = 0. 
Avem 6 ecuaţii cu 5 necunoscute: A, Ye S, Nse Ne. Se observă 
că două ecuații sînt identice, deci sistemul este determinat. 
Rezolvînd, se obține : 


Y, =0; Ne= Ne=G; X= S= itga 


6.B.5. O sferă de greutate necunoscută şi rază R este legată cu un fir 
de lungime a, de punctul fix 0, care este locul de articulație al unei bare 


de greutate G şi lungime }. Cunoscînd unghiul a pe care bara îl face cu 
orizontala şi unghiul f pe care firul îl face cu orizontala, se cer reacțiunile 
din O și B, tensiunea din fir și greutatea P a sferei (fig. 6.B.5, a). 


Rezolvare. Se aplică metoda izolării solidelor. O ecuație de momente 
față de punctul A arată că tensiunea S din fir trece prin centrul sferei (fig. 
6.B.5, b): 


(XM, = 0); —Sd=0; deci d = 0. 
Ecuațiile de proiecție pe xAy dau: | 
(ZX, = 0); —N sin a + Scosf=0; 
(£Y, =0); —P — N cos a + S sin ẹ = 0. 


Fig. 6.B.5 
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Asupra barei (fig. 6.B.5, c) acționează forţele din articulația O 
Y, reacţiunea. interioară N şi greutatea G. ţia O, Xo 
Ecuațiile de echilibru sînt : 


(IX, =0); N sit a- X= 0; 
(EY, = 0); Yy — Gp N cosa = 0; 
(SM„=0); —G = cos a + NA F RE — R=. 
Din triunghiul OAB se deduce: 
| (a + R) cos («+ B — 90) = R. 


Ultima relație arată că a, B, a și R nu sînt independente. Rezolvind 
sistemul se obține : 


N = Gl cos œ , 
2 Aa: + 2aR 
2 
Y,=G|1 — l cos? æ ) 
2 qla? + 2aR 
Y GI sin 2a , 
4 Aa? + 2aR 
Sti Gl sin 2a 
4 cos Ba? + 2aR 
Gi cos a $ 
P = —— (t sin a — Cos &). 
Rr a All i ) 


pe. Două fire sînt prinse de un punct fix O: de unul, cu lungimea Z, 
fiind legată o sferă de rază R şi greutate G, iar de-al doilea, o greutate 
P. Cunoscîndu-se unghiul œ dintre cel de-al doilea fir şi verticală, să se 
afle unghiul dintre primul fir şi verticală și tensiunea din fir (fig. 6.B.6, a) 
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RE zolvar e. Se aplică metoda izolării “solidelor; se izolează întîi 
firul (fig. 6.B.6, b) de care este legată greutatea P. Fie T tensiunea în 
fir, O ecuaţie de momente față de punctul A dă T= P. 


(3M, =0); TR— PR=0 
Se izolează apoi 'sfera împreună cu firul (fig. 6.B.6, c) tăind legătura 


sferei cu punctul O şi introducind tensiunea S. Faţă de axele «Ay, condiţiile 
de echilibru devin : i | 


(ZX, =0); —P sin « + S sin p =0; 
(£Y, =0); P cos a+ Scos B —G-— P= 0. 
„Se mai adaugă, din OAB, relația : | 
(l + R) sin (a + B) = R. 
Rezolvînd sistemul format din ecuațiile de echilibru și relația geometrică, 
rezultă : 


S = (G + P) sin a5 
sin f = AE EE 
-GHP IHR 


6.B.7. O bară de greutate neglijabilă şi lungime / este articulată la 
jumătatea peretelui unui cilindru gol, de înălțime / şi rază KR, aşezat vertical 
pe sol (fig. 6.B.7, a). Cunoscînd greutatea G a cilindrului, să se determine 
valoarea sarcinii care se poate lega de capătul liber al barei astfel ca cilindrul 


să nu se răstoarne precum și reacţiunea din C. 
Rezolvare. Este un sistem nedeformabil de corpuri la care poziția 
A APP i pr n fb astă E ră G ea i cală 
de echilibru este dată de tg « = pi Pentru a găsi sarcina necesară ca 


sistemul să nu se răstoarne, se aplică sistemului forța necunoscută P și 
reacţiunea normală N, din partea solului, la o distanță x necunoscută 


a e Ta cana 


NID 
CENTET SS SS SSC SY 


e 


Fig. 6.B.7 
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de. punctul A. Se aplică metoda solidificării şi scriind în raport cu axele 
xAy, ecuaţiile de echilibru, se obține : 


< o (2Y, =0); =G+N—P=0; 
(EM =0); —GR — Pi cos a + Nox =0, 


de unde: 


Nd = G -+ "A 
Fi __GR+ Plcos a 
Gte j 
Condiţia de stabilitate este ca x s 2R, ; i 
deci : 
GR + Pi cos a < 2R, 
G+P 
de unde: 
R 
P < — GR Lakea 
l cos «a — 2R 


Pentru reacţiunea din C se izolează bara (fig. 6.B.7, b) şi se scrie ecua- 
ţia de momente în raport cu articulația D : 2 


(5M,=0); Ne cai 
COS x 


— Plcosa =Q. 


Rezultă : 
T A PI cos? a | 


~ 2R 


6.B.8. Pe un plan înclinat cu unghiul « se găsește un cilindru de rază 
R şi greutate G care este împiedicat să se deplaseze de un prag parale- 
lipipedic, de greutate neglijabilă (fig. 6.B.8, a). Se cere să se determine 
unghiul de frecare dintre prag şi plan și reacțiunile în ipoteza că înălțimea 
pragului este R/2 şi că frecarea dintre cilindru și prag ca și dintre cilindru 
şi plan este neglijabilă. Caz particular « = 30°. 

Rezolvare. Se izolează cele două elemente: ale sistemului. Asupra 
sferei introducem reacţiunea planului N, și reacţiunea pragului N, de 
direcţii cunoscute (fig. 6.B.8, b). Faţă de axele xEy avem ecuaţiile de 
echilibru : 

(ZX, = 0); N cos 30°? —Gsina=0; 
(ZY, =0); N, — Gcos « + N sin 30° = 0. 

Asupra pragului acționează forțele N, forța de frecare T şi reacţiunea 
planului N, la distanța x de punctul A necunoscută. Ecuațiile de echilibru 
sînt (fig. 6.B.8, 0): i i 

(ZX, = 0); ' —Ncos30*+7=0; 


(£Y, Fe 0); © Na— N sin 30° = 0 şi T < uNa 


(ZM. Fa 0); — Na +N= COS 30° = 0. d pi: tă iii ze A r 


p 


101 


CE Scanned with OKEN Scanner 


ai 


Fig. 6.B.8 


Înlocuind în condiția de echilibru cu frecare rezultă : 


TaQa Nat, 


N, = G [cos a.— Ẹsin a). 
Notînd cu e unghiul de frecare, rezultă : 
tgp >43, p >F. 
Determinînd pe x din ultima ecuație, obținem: 


pa BA 
2 


Deci forțele N şi N, au punctul de aplicație comun 0. Pentru cazul 
particular « = 30°, rezultă: 


T=; Moear RR ae i 


6.B.9.ŢO bară de lungime Z şi greutate G, articulată în A, se sprijină 
în B pe un semicilindru de rază R şi greutate neglijabilă aşezat pe sol, cu 
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artea bombată în sus. Cunoscîndu-se coeficientul de frecare y dintre semi- 
cilindru şi sol și p, între bară şi semicilindru, se cere poziţia de echilibru 
a sistemului (fig. 6.B.9, a). 


Fig. 6.B.9 


= Rezolvare. Fie 0 parametrul cerut. Se izolează elementele siste- 
mului. Faţă de axele xAy se obțin ecuaţiile de echilibru (fig. 6.B.9, b): 


(ZX, =0);  T,cosĝ— N,sin 0+ X, =0; (1) 
(2Y, = 0); —G + Tsin 0 + N, cos 0+ Y, =0; (2) 

i R 
e (ZM, =0); —G -7 cos TEA in d (3) 
Ts < YN s- (4) 

Faţă de axele xCy se obțin ecuațiile (fig. 6.B.9, c): 

(ZX, =0); —T, + N,sin 0 — T, cos 0 = 0; (5) 
(£Y, =0); N,— N,cos 0 — T,sin 0 = 0; (6) 
(ZM, =0); Noxx + T:R =0; (7) 
Tp < yN». (8) 


Sînt şase ecuații și două inecuații. Se va rezolva exercițiul integral, 
pentru a arăta modul de lucru cu cele două inecuații. 


i ien GI 
„Din relația (3) avem N, = $- sin 0. 


Înlocuind în (4), Ta Shu Z sin 6. 
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7 dosing: N, şi Tẹ în (5) şi (6), se obține : 


2r -J- S sin 0 — ua SE sin J cos 6 <0 
N, — l sin 0 cos 0 — p -Z sin? 0 <0 
unde s-a înlocuit T cu valoarea sa maximă, fapt care conduce la inecuațiile 
scrise mai înainte. Rezultă : 
T, E Z sin 0( sin 0 — ba cos 0), 
N, <S EI sn 0( cos 0 + u, sin 0), 


Înlocuind în (8), rezultă: 
2 sin 0(sin 0 — p cos 0) < T, < uN, < n sin O(cos 6 -+ w sin 6). 
sin Orce pa, tos: g pl cos OAs fra si 9) 
tgo < 15e., 
l— up 
Din ecuația (7) se poate afla x: 
-R'm 


cos 6 + p, sin 0 


ultima relație arătînd că punctul D se găseşte la stînga lui C. 
Se vede că pentru B= O (caz particular) tg 0 < u iar x =0 (forța 
normală este aplicată în punctul C). 


6.B.10. O bară omogenă de ‘greutate G şi ‘lungime l, articulată în A, 
se sprijină în B pe un cilindru de rază R şi greutate Q, aşezat pe un plan 
orizontal în C. Se cere unghiul 0 al poziției de echilibru al barei, cunoscînd 
coeficientul de frecare y al cilindrului cu bara și w, al cilindrului cu solul. 
Se neglijează frecarea de rostogolire (s 2 0). (fig. 6.B.10, a). 


Rezolvare. Se izolează cilindrul. Ecuațiile de echilibru față de 
axele xOy sînt (fig. 6.B.10, b): 


(ZX, =0); —T,cos 6 + Nysin 0—7,=0; (1) 
(£Y, =0); Ne —Q— Tsin 0 —N,cos0=0; (2) 
(ZM, =0); T,R—T,R=0; (3) 
S puN: | | (4) 
pie uN, (5) 
ka Se izolează bara. Ecuațiile de echilibru față de axele xAy sînt (fig. 6.B.10, c) : 
(EX, = Oii Aa nTa 008 0 Naina (6) 
(£Y, =0); —G + Y, +N, cos 0 + T,sin0=0; EU 
(ZM, =0); Geo 0 +N,Rctg$=0. (8) 
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Fig. 6.B.10 


Ecuațiile (6) şi (7) servesc la determinarea lui X, și Y,. 


Din (8) 


Woa tg 2 f 
i | 2R 2 
Din (3) avem 
Io = Ip 
iar (1) dă: 


a pe a O Ana 5) | 
2R(1 + cos 0) 2 
Din (2) rezultă: 
Ne = Q + N, > N. 


Rezultă că inecuaţia (5) este inclusă în (4) și că echilibrul se strică întîi 
în B unde avem alunecare, care începe, odată cu rostogolirea fără alunecare 
in C, la: i 


0 
Îsi LN! tg — = u. 


6.B.11. Se dă mecanismul format din barele AB şi BC, de lungimi 
egale cu 7 și greutăți identice G, articulat în 4 și simplu rezemat în C pe 
un plan orizontal, cu coeficientul de frecare p. În B avem o articulație 
interioară. Se cere unghiul 0, pentru poziția de echilibru şi reacțiunile 
din figura 6.B.11, a. 


Rezolvare. Se aplică teorema solidificării. 
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Fig. 6.B.11 


Faţă de axele xAy obținem: 
(ZĂ,=0); Aa Te =0; (1) 
(2Y, =0); Y, — 2G + N. =0; (2) 
(EM, =0); No2 cos 6 — G — cos 9 — G cos 0=0; (3) 
To < UNo (4) 


Se izolează bara BC, introducînd forțele de legătură, interioare X, 
si Y, în B şi se scrie echilibrul forțelor ce acționează bara față de axele 
xBy (fig. 6.B.11, b) 


(NR = 0 Ru T,=0i (5) 
(2Y, =0);  Ya—G+N=0;. (6) 
(ZM, =0); Na cos 0 — Te - Isin 8 — G cos 0 = 0. (7) 


Ecuațiile (1), (2), (5), (6) servesc la aflarea reacțiunilor Xe Yo Xp Ys 
Pentru poziția de echilibru, ne folosim de restul ecuaţiilor : 


N, =G, din ecuaţia (3); 


To = = ctg 0 din, ecuaţia (7). 


Înlocuind în (4), se obține: 
ctg 02 S uG, 


deci: 
ctg 0 < 2u, 0 > arcctg 2p; 
XX Ti ami Y m Gi Ya =0. 


406. - 
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6.B.12. Se dă mecanismul din figura 6.B.12, a la care se cunosc: lungi- 
mile AB =? şi BC = a, greutatea barei AB este G, iar a barei BC este 
Q; distanța AD = l}, Se cere poziţia de echilibru 0 a sistemului şi reacțiunile 
interioare din B. Frecarea se neglijează. 


Rezolvare. Se aplică metoda solidificării. Ecuațiile de echili 
față de axele xdy sînt: f echilibru 


(£X, =0); Xı+N»cos0=0; (1) 
(£Y. =0);  Y,—G—Q+N,sin0=0; (2) 


(EM, =0); -N sin © + Q[2 sin 0 + 1 cos 20) — G 2 cos 20 = 0. (3) 


Se izolează bara BC. Față de axele x,By, se obțin următoarele ecuații 


de echilibru : P 
(£X, = 0); X. +N.,cos0=0; (4) 
(ŁY, = 0); Y. — Q+ N,sin 0=0; (5) 
(5M;,=0); —Ọ sin 0 + N,2Z sin 0 = 0. (6) 


Din ecuația (6), N, =£. 
Introducînd în ecuaţia (3), se obține: 


41090 + G) sin? 0 — Qa sin 0 — 21(20 + G) = 0, 


ale cărei rădăcini sint: 


Qa + AQ?a? + 321220 + G)? 


81(29 + G) 


sin 6, 2 = 


107 


CE Scanned with OKEN Scanner 


_ Considerând soluţia cu semnul (+), rezultă sin 0, > 0. = 
Ecuația (3) se poate pune sub forma : tă ele 


a 
os 2 : 20 
LPE E E EBD, 
siu 0 G\ 'sin 0 
ifo +3] 


De aici rezultă cos 20, > 0, deci 45° < 0, < 135°. | 
Considerind soluția cu semnul (—), rezultă sin 0, <0 şi din aceeaşi 
condiţie se obține cos 20, > 0, ceea ce conduce la —45° < 86, < 45° 
Această soluție nu poate îi aleasă. | i 
= Din condiția sin 0 < 1, rezultă 


2G G 
Q > sau a > 41|! Pl 


a— 4l 


Cu valoarea lui 9 astfel obținută se determină componentele reacțiunilor 
din articulațiile A și B: Xa Yu Xm Yp 


6.B.13. Se dă sistemul din figura 6.B.13, a la care în punctul B există 
recare în articulație, coeficientul de frecare fiind y, iar raza articulației 7. 
Să se determine unghiul 0 la echilibru și reacțiunile. 


Rezolvare. Se aplică teorema solidificării. Față de axele xAy avem : 
(xX, =0) X 507" 
(£Y, =0); Y, —G—Q=0; 
SM, = T 4 = + — Ead = 
(SM, 0); M,—03 c|: + 2 cos o) 0. 
Se izolează bara BC. Faţă de axele x,By, (fig. 6.B.13, b) vom avea: 
(2X, = 0); X; =0; 
(2Y, =0); Y,—G=0; 
(ZM: = 0) a 
My —G=cos 6 =0, 
2 
a) unde : 
M,» < ur X +Y}. 
De unde se obţine: 
x ' 2ur 
GQ; Sr, 
o) Yre G; cost A 
/ 
Y,=6+9Q; 
M, < + GU + ur): 


Fig. 6.B.13 
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; Capitolul 7 


GRINZI CU ZĂBRELE 


A. PREZENTARE TEORETICĂ 


7.A.1. Generalităţi 

Griuzile cu zăbrele sînt sisteme de bare solide rigide, articulate între 
ele la capete. Ele pot fi sisteme plane sau spațiale. Fiind sisteme rigide, 
necunoscutele problemelor de grinzi cu zăbrele sînt forțele de legătură 
exterioare şi interioare. 

Deoarece metoda izolării fiecărei bare este extrem de greoaie şi deoa- 
rece în tehnica. construcției unor asemenea sisteme se cer rezultate cu 
aproximație, cel mult a celei de a treia cifre semnificative, se fac unele 
ipoteze simplificatoare care dau rezultate satisfăcătoare. 


7.A.2. Ipotezele calculului grinzilor cu zăbrele 


Sarcinile exterioare se aplică numai la noduri. 

În primul calcul aproximativ, cînd nu se cunosc greutățile barelor grinzii, 
nu se ţine seamă de aceste greutăți. 

Dacă se cunosc după determinarea lori prin dimensionare, greu- 
tățile barelor se consideră aplicate în articulaţii (noduri), de obicei cite 
o jumătate din greutatea barei la fiecare din cele două noduri. 

Consecințe | 

Ca urmare a ipotezelor, în orice secțiune normală pe axa longitu- 
dinală a barei, forța de legătură dintr-o parte a secțiunii (efortul S) este 
echivalentă cu sistemul de forțe aplicat asupra părții suprimate. 

Deoarece între noduri nu sînt forțe exterioare, în orice secțiune nor- 
mală a barei considerate (fig: 7.A.1) efortul S este axial şi constant. 


Big. 7.A.1 Fig. 7.A.2. 
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Fig. 7.A.4 


În consecinţă, ducînd secțiunile chiar prin noduri, bara întreagă este 
suprimată și înlocuită prin efortul S. Dacă bara este întinsă efortul pleacă” 
de la nodul considerat, A sau B (fig. 7.A.2, a). Dacă bara este com- 
Brimată efortul „vine” la nodul considerat, A sau B (fig. 7.A2, b). 

Dacă într-un nod sînt articulate mai multe bare, nodul este acționat 
de rezultanta forțelor exterioare R şi de eforturile din barele legate de 
nod şi care au fost înlocuite prin aceste eforturi. De pildă în nodul A 
(fig. 7.A.3)_acționează rezultanta forțelor date şi de legătură exterioare 
cunoscute R şi eforturile S, de compresiune care înlocuieşte bara supri- 
mată, numerotată 1 şi Sə Sa de întindere din barele suprimate 2 şi 3. 

Așa după cum întregul sistem şi fiecare bară izolată rămîn în repaus, 
tot astfel și fiecare nod izolat rămîne în repaus, sub acţiunea forțelor exteri- 
oare și a eforturilor din barele articulate aplicate în nod. 


7.A.3. Aplicarea metodei izolării nodurilor 


Se calculează toate forțele active aplicate la noduri. 

Se determină forțele de legătură exterioare scriind condițiile de echi- 
bru pentru întreaga grindă în repaus. 

Se notează toate cele n noduri cu literele A, B, C, D etc. într-o ordine 
anumită și se numerotează cele b bare ţinîndu-se seamă și de ordinea în 
care au fost notate nodurile (fig. 7.A.4). 

Se izolează succesiv fiecare nod în parte, înlocuindu-se barele prin efor- 
turi cu indicele barei respective S,, S, și care nefiind cunoscute se presu- 
pun, de la început, că sînt eforturi de întindere (pozitive), că pleacă” de 
la nod. Se recomandă ca operația să se înceapă de la un nod în care sînt 
mai puține bare (în plan 2, în spaţiu 3). 

Se scriu ecuațiile de echilibru ale tuturor forțelor şi eforturilor pentru 
fiecare nod în parte (în plan 2 ecuaţii, în spaţiu 3). Numărul total de 
ecuaţii este 2% în plan şi 3u în spațiu. Condiţia necesară pentru ca sistemul 
să fie determinat, adică pentru a se putea determina eforturile în cele 
b bare, este: b = 2n — 3, în plan şi b = 3n — 6 în spațiu. | 

„După rezolvarea sistemului de ecuaţii referitor la necunoscutele pri- 
mului nod (de pildă A, cu S, şi Se) se trece la următorul (de pildă B, 
cu Sa, Sa, Şi S,). Dacă valoarea găsită pentru S, este pozitivă, înseamnă 
că sensul arbitrar luat corespunde realităţii, efortul este de întindere și 
atit în nodul A cît şi în B, vectorul care reprezintă pe S, pleacă de la 
nodul B. Dacă S, < 0, înseamnă că efortul este de compresiune, în acest 
caz, cînd se trece la nodul următor (B), efortul se orientează corect (vine 
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inspre B) şi i se atribuie valoarea 
pozitivă, de semn contrar cu cea 
calculată ş.a.m.d. 

Chiar dacă toate eforturile din 
bare au fost determinate înainte de 
operația de izolare a ultimelor no- 
duri, calculele se vor duce pînă la 
capăt deoarece prin izolarea ultimelor 
noduri se obține cea mai simplă şi 
eficace veriticare a rezultatelor. 

Uneori în loc de calcule analitice se folosesc, mai ales în tehnica con- 
strucțiilor, operaţii grafice de compuneri şi descompuneri de forțe după 
două direcții (pentru sistemele plane). 


7.A.4. Metoda secţiunilor (Ritter) 


Metoda izolării nodurilor necesită trecerea de la un nod la următorul. 
Uneori însă trebuie determinat efortul dintr-o anumită bară, mai ales 
pentru sarcini care se deplasează pe grindă sau variază în mărime. În 
asemenea cazuri metoda izolării nodurilor este greoaie. Mai ales pentru 


Procedînd la fel ca la metoda izolării nodurilor, în continuare printr-o 
secțiune, care trece prin bara amintită şi prin încă alte două bare, se separă 
întreaga grindă în două părți. După ce se introduc eforturile în cele 
trei bare (fig. 7.A.5), presupunînd că sint de întindere, se consideră că 
fiecare din cele două părți rămîne în repaus. i 
= Pentru calcul se alege partea cea mai simplă și se scriu condițiile de 
echilibru ale forțelor date şi de legătură, exterioare şi interioare, aplicate 
acestei părți. Se pot scrie două ecuații de proiecții și una de momente 
sau două de momente şi una de proiecții sau trei ecuaţii de momente în 
raport cu trei noduri nesituate pe o dreaptă. Pentru exemplul ales, se scriu 
pentru partea din stînga a grinzii ecuaţiile de momente în raport cu C şi 
D şi ecuaţia de proiecţie pe bara BC. 


Observații 

Pentru ca metoda să se poată aplica, este necesar ca cele trei bare 
secționate să nu treacă toate prin același nod. 

Pentru ca metoda să fie într-adevăr rapidă, este bine ca numărul bare- 
lor secționate pentru separare să nu fie mai mare ca 3. Dacă nu sint 
asemenea situaţii, se repetă aplicarea metodei și în alte secțiuni care trec 
prin unele bare ale secțiunii precedente, pină la determinarea necunoscu- 
tei sau a necunoscutelor căutate. 


7.B. APLICAŢII LA GRINZI CU ZĂBRELE 


«Îz.B.1. Să se determine eforturile din barele grinzii cu zăbrele din 
figura 7.B.1, a prin metoda izolării nodurilor, verificînd cu metoda secțiu- 


anilor eforturile în barele 7, 3 şi 4. 
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Fig. 7.B.1 


Rezolvare. Se determină reacțiunile exterioare din reazemul B 
şi articulația A, aplicind teorema solidificării, pentru care se scriu ecua- 
țiile de echilibru: 


(£M, =0); Na —2P:.2a=0; rezultă: „N, =2P; 


(2%, =0); Na Xa =0, "Mop: 
> au rahbarimni ii aie rani 
IEY; = 0); y, 2220; . Y, = 2P. 

Se aplică metoda izolării nodurilor (fig. 7.B.1, b): 

Nodul D i | | | 
{£Y = 0); A S,sin 45° —2P=0; rezultă: | S, = a (tensiune) ; 
(ZX, =0); “7. Scos 45° -+ S, = 0; | Si —2P 

w (compresiune). 

Nodul C | 
(2X, =0); Sa — S, =0; rezultă: S, = —2P (compresiune); 
(2Y.=0); Sy =Q; S; =Q barea CE are efort 

i nul; ea serveşte la 
rigidizare. 

Nodul E 
( 2X, =9); $, — S; =0! Ti Sa = s (tensiune) ; 

(ZY, =0); S=; S;=0 bara EB este de efort 
nul. 

Nodul B 

(2Y, = 0); Sı + S; sin 45° = 0; rezultă: S, =0 bara AB este de 
s efort nul. 


A doua ecuație din nodul B şi ambele ecuații de echilibru ale ultimului 
nod A sînt ecuații de verificare, 


a2 
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Pentru verificarea eforturilor din barele 7, 3 şi 4 cu metoda secțiunilor, 
se duce secțiunea I—I ce intersectează barele căutate (fig. 7.B.1, c). Se 
scriu ecuaţiile de echilibru pentru tronsonul din dreapta : 


(EM = 0); S, tin 45014 2P. d'= O; rezultă: Simi; 
(£M, =0); Sa = 0; S; = 0. 


7.B.2. Să se determine reacțiunile din legăturile exterioare A și B, 
precum și eforturile în barele grinzii cu zăbrele din fig. 7.B.2, a. 


Rezolvare. Pentru determinarea reacțiunilor din A şi B se scriu 
ecuațiile de echilibru pentru ansamblul solidificat : 


(ZX, = 9); P—ĂX,=0; rezultă: X, = P; 
(ZM, =0); Nya — Pa =0; ju di pi 
(EV =0); i Nas Y, =0; Ye VE 2, 


Se observă că pentru determinarea etorturilor nu se poate aplica deocam- 
dată metoda izolării nodurilor, dat fiindcă în fiecare nod se întîlnesc mai 
mult. de două bare. Se aplică metoda secțiunilor ducînd secțiunea I—I şi 


se scriu ecuațiile de echilibru pentru partea superioară a grinzii (fig. 7.B.2, b): 


(5M,=0); Sa—P E =): rezultă: S, = p (tensiune) ; 
(ZM. = 0);  —Sea — pei = 0; Sai 4 da P (compresiune) 
(£X, =0); S, +P=0; S; = —P (compresiune) ; 
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Se aplică metoda izolării nodurilor (fig. 7.B.2, c) obţinînd: 


Nodul C 
(EY, = 0) Sasin 60° + S,=0; rezultă: S, =— = (compresiune) ; 


(ZX, =0); Sa + Sacos 60° + P=0; S, =— = P(compresitine). 
Nodul E 

(£Y, =0); S,sin30°+Ssin60°=0; rezultă: S5, = 43 p (tensiune) ; 

(ZX, =0); S, cos 30*+5;—Sacos60*”=0 ; S, = —P (compresiune) 


Nodul F 
(£X, =0);  Sscos 30° + S =0; rezultă: Ss =mip (tensiune) ; 


(£Y,= 0);  Sssin 30° — S, =0; S, =— 2 (compresiune). 


Nodul B 
(ZX, = 0); S, cos 60° + S, =0; rezultă: Ss == (tensiune). 


A doua ecuaţie din nodul C şi ambele ecuaţii de echilibru ale ultimului 
nod A sînt ecuaţii de verificare. 

7.B.3. Să se determine reacțiunile din legăturile exterioare A şi B, 
barele de efort nul și eforturile în barele 70, 75 şi 77, la grinda cu zăbrele 
din figura 7.B.3, a. 


Fig. 7.B.3 
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Rezolvare. Reacţiunile exterioare se determină aplicînd teorema 
solidificării : 


(£X, =0); P—X,=0; rezultă: X, =P; 
(EM, =0); N6-—2P.3—P.1=0; N,=4P; 
EY: = 0; Yat N, 2P Y,==P. 


Barele de efort nul se deduc din consideraţii de izolări de noduri. 
Izolînd succesiv nodurile D, E, L, M şi scriind ecuaţii de proiecții pe 
normala barelor cu aceeași direcție ce se întîlnesc în nod, rezultă: 

Sy = 0>; S, =0; Sa = 0 ŞI Sje = 0, 


Pentru calculul efortului în bara 70, se duce secțiunea I—I (fig. 7.B.3, a) 
şi se scrie, pentru partea stîngă a secțiunii, ecuația : 


(ZM = 0); Y,3a + Sio - a = 0; rezultă: Sio = — Z P (compresiune). 


Pentru calculul eforturilor în barele 75 și 77 se duce secțiunea II—II 
(fig. 7.B.5, c) şi se scriu, pentru partea dreaptă, ecuațiile : 


(ZM: =0); N,2a— Su a=0; rezultă: Si; = Z P (tensiune) ; 


= 7 s 
(2Y, = 0);  N,— S, cos 45°=0; Sp = DIE P (tensiune). 
Xa. Se consideră sistemul format din grinda cu zăbrele ADEBF 
și bara BC (fig. 7.B.4, a). Să se determine reacțiunile din articulațiile 
A, B şi C, precum şi eforturile din barele DE, DF și BE. 


Rezolvare. Se foloseşte metoda separării corpurilor, scriind ecua- 
țiile de echilibru (fig. 7.B.4, b): 
— pentru grinda cu zăbrele (fig. 7.B.4, b): 


(ZX, =0); X,+ P43 cos 60° — X, =0; 
(£Y, =0); Y, +Y,—P — P 43 sin 60° = 0; 


(EM, ,=0); Y2a — Pa — ANI a 0; 
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__— pentru bara BC (fig. 7.B.4, c): 


(ZX, = 0); Xe — X, =0; É A e ÎL - Í 


(2EY, =0); Ye—Y,— P =0; gi | 
(ZM; = 0); Po sin 30° + Y,a sin 30° — Xa cos 30” = 4 


Rezolvind sistemul de ecuaţii, se obține: 


m ip; Yjia SP Xe BoY yi d pinky 23 e Pat? 
A zP; Y, 4 S 3 i B a En Xo rP Ye z? 


8 NE Vă 


Pentru determinarea eforturilor în barele DE şi DF se aplică metoda 
secțiunilor, ducînd secțiunea I—I şi scriind, pentru tronsonul din stînga 
sa (fig. 7.B.4, b), ecuațiile: 


(EM, = 0); Sia sin 60° + Y,a =0; rezultă: S, = 1a (compresiune); 
PPE fi P43 sin 60° — S, sin 60° = 0; S, = — A (compresiune). 


Pentru determinarea efortului în bara BE (adică S,), se izolează nodul 
B (fig. 7.B.4, b) scriind ecuația pe verticală : 


(2Y, = 0); Y, + Susin 60° = 0; rezultă: S, = — i (compresiune), 


7.B.5. Bara verticală AB = 3m a unei macarale (fig. 7.B.5, a) este 
fixată cu doi tiranți BE şi BD. Braţele macaralei formate din barele BC 
si AC suportă în planul lor forța P. În plan orizontal proiecția AC este 
bisectoarea unghiului EAD. Să se determine eforturile în barele siste- 


mului. 
Rezolvare. Se foloseşte metoda izolării nodurilor. În nodul -C 
forțele acţionează în plan ; se vor scrie două ecuații de echilibru : 


(ZX, = 0); Su cos 20° + Sa cos 60° = 0; 
(£Y, =0); P + S,sin 20° + S, sin 60° = 0. 


Fig. 7.B:5 
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unde : 
sin 20° = 0,342; 
cos 20° = 0,935. 
Rezultă : 
S, = 0,778P (tensiune) ; 
S, = —1,461P (compresiune) 


În nodul B eforturile au o configurație spaţială; se vor scrie trei 
ecuații de echilibru : 


(EX, = 0); Ss cos 60” - cos 45° — S, cos 60° . cos 45° = 0; 

(2Y, = 0): "SCOS 60° . sin 45° + S, cos 60. sin 45° — S, cos 20° = 0; 
(ZZ, = 0); S, +S, sin,60°_ +S, sin 60° — Si sin 20°, = Q, 

Rezultă : 


| | Si 20° š | 
S, = S, = — IP = 1,032P (tensiune); 
i , 2 cos 60° - cos 45° 


S, = S, sin 20° — 25, sin 60° = —1,524P (compresiune). 
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„ Capitolul 8 Aa 
STATICA FIRELOR 


8.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


8.A.1. Generalităţi 


Firul, unul din modelele mecanicii newtoniene, a fost definit la Capito- 
lul 1 ca solidul cu o singură dimensiune (lungimea), inextensibil (lungimea 
invariabilă) şi perfect flexibil. > 

Pe baza acestui model, se poate construi, pornind de la un sistem de 
bare articulate între ele, unele după altele, un alt model echivalent 
(fig. 8.A.1) în următoarele condiţii: 

a) n, numărul barelor, foarte mare, tinzînd spre infinit; 

b) Z, lungimea totală a barelor, constantă ; 

c) la limită, lungimea fiecărei bare tinde spre zero cînd 7 tinde spre infinit; 

d) frecarea din fiecare articulație este nulă. 

Cu aceste condiţii modelele sînt echivalente deoarece: - 

— imextensibilitatea este asigurată de rigiditatea fiecărei bare în parte; 
— forma curbă este asigurată de condițiile a, b și c; 
— perfecta flexibilitate este asigurată de condiția d; 
— numărul gradelor de libertate ale unui fir este co. 

Folosind acest model şi metoda izolării părților (barelor), se pot stabili 
cu ușurință condiţiile vectoriale sau cele scalare de echilibru ale staticii 
firelor. 


8.A.2. Problemele staticii firelor 


Problema directă. Dîndu-se poziția de repaus a firului (curba de echili- 
bru), să se găsească relaţii între forțele care acţionează firul. | 

Exemplu clasic : un fir de greutate neglijabilă este înfășurat cu unghiul_b 
(în radiani) pe un disc circular fix și este acționat la capete de forțele T, 
şi Tə. Dacă p este coeficientul de frecare de alunecare dintre fir şi disc, să 
se exprime condiţiile ca firul să nu se deplaseze în nici unul din cele două 
sensuri posibile (fig. 8.4.2). 


44. 


Fig. S.A.1 
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Condiţiile au fost stabilite de Euler şi sînt exprimate prin: 


d 
e—u0 2 g eu, 

Problema inversă. Dindu-se forţele care acționează firul și condiţiile 
la limită, să se stabilească poziția de repaus, adică curba de echilibru a 
firului, 

Exemplu clasic. Un fir omogen cu lungimea 27, și greutatea p pe unitate 
de lungime de fir, este suspendat la capetele lui în două puncte fixe situate 
pe aceeaşi orizontală. Să se determine curba de echilibru a firului 
(fig. 8.4.3). 

Ecuația curbei este: 

x z 
y= 2 (ea +e3)= a ch, 
2 a 
denumită lănțișor. l 
Se mai precizează următoarele : 
— a este soluția ecuației transcendente : 


ash? =l à 
a 
— în aplicațiile tehnice apare și un alt aspect al problemei și anume, 
efortul într-un punct curent M(x, y) este: T = py; 


— condiţiile la limită intervin la determinarea constantelor care apar 
la integrarea ecuaţiilor diferențiale. 


8.A.3. Ecuațiile vectoriale ale staticii firelor 


Se notează cu: O, originea sistemului de referință, 7 vectorul de pozi- 


ţie al unui punct curent M de coordonată curbilinie s în raport cu originea 


arcelor, A, É versorul tangentei în M la curba de echilibru, 2(s) forța rezul- 
tantă exterioară acționînd în M pe unitatea de lungime a firului, T tensiunea 
în fir, efortul din M (fig. 8.A.4). 

Ecuațiile de echilibru al forțelor date şi de legătură sînt: 


[+50 şi (8-1) 


Fig, S.A.3 Fig. 8,A.4 
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prima, dedusă din ecuația de însumare, stabileşte variaţia lui T, iar cea 


de a doua, consecință a ecuației de momente, stabileşte faptul că, dacă firul 
este perfect flexibil, efortul T din fir este orientat după tangentă și în 
sensul întinderii firului. În consecință, la rezolvarea problemelor, dacă 
T este orientat după tangenta la fir, nu mai este necesar să se scrie ecua- 
ţia (ecuaţiile) de momente, urmind să se folosească numai prima ecuaţie 
(8.1) care se proiectează pe axele sistemului de referință ales. 

=- O consecință a ecuaţiei (8.1) este: forța unitară p se găseşte în planul 
osculator din M al curbei de echilibru. 


8.A.4. Ecuațiile scalare ale staticii firelor 


Se scriu în raport cu triedrul natural (Frenet) (fig. 8.A.5). 
Notaţii : î, 7, § versorii axelor triedrului, 


P = på + b,7 + pb (8.2) 
Po Pe Pa scalarii proiecțiilor forței unitare D pe cele trei axe, < , curbura 


în M a curbei de echilibru. Din (8.1) şi (8.2) se obțin ecuațiile scalare în 
raport cu triedrul natural : 


dT EEF TOE 4 EEN oe a 
a A le Pa =0, 


Observații 

Din prima ecuaţie se deduce că variația tensiunii din fir este produsă 
de componenta tengenţială a forţei unitare și este proporțională cu aceasta. 

Din ecuația a doua rezultă că curbura liniei de echilibru a firului este 
proporțională şi de sens opus cu componenta normală a forței unitare şi 
este invers proporțională cu tensiunea în fir ; 

Din ecuaţia a treia, rezultă încă o dată că forța unitară se află în planul 
osculator din M al curbei. 

Ecuațiile scalare sînt folosite de preferință în cazul problemelor directe 
cînd se cunoaște forma curbei de echilibru a firului, de exemplu în problema 
frecării firelor. 

Ecuațiile scalare ale staticii firelor în raport cu triedrul fix (fig. S.A.6). 
Se notează cu: Oxyz reperul cartezian şi cu f, 7, k versorii axelor, 


Fig. B.A.5 i pa Fig. 8.A.6 
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7= ai + 9] + zE vectorul de poziţie al punctului curent M (x, y, z) avînd 
pe s coordonata curbilinie, T tensiunea din fir: T = TF = T a. iir 
5 = p.i + Pi] + pik, forța unitară. ah 


Din ecuația (8.1) se deduc următorele ecuaţii scalare : 


sgae iri) poi irirna 


8.B. APLICAŢII LA STATICA FIRELOR 


8.B.1. Un cablu trecut peste doi tamburi ficși (fig. 8.B.1) are la 
capete două sarcini P și Q. Cunoscînd coeficienții de frecare y, şi ua între 
cablu şi cei doi tamburi, se cere raportul sarcinilor P și Q pentru echili- 
brare. 


Rezolvare. Secționînd cablul între cei doi tamburi şi considerînd 
tendința de mișcare spre P, rezultă: 


De aici rezultă: 


P < Qe 


Avînd în vedere posibilitatea ca efectul lui Q să fie mai mare, tendința 
de mişcare este spre Q, deci: ; 
3r 


Q < Pe? 


Pentru echilibru, trebuie deci să fie îndeplinită condiția : 


(ua-tua) 


3r 3r 
e a — (p+ 
e 3 (ti tua) < P < e 2 (tı var 


Q 
8.B.2, Se dă troliul din figura 8.B.2, a acționat la raza 7 de sarcina Q 
și frînat cu ajutorul unui fir apăsat cu frecare pe p^feria troliului prin 
intermediul barei OA = 1(0.B = BC = CA). 
Se cere valoarea forței F necesară pentru echilibru. 
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„Rezolvare. Se separă corpurile din legături (fig. 8.B.2, b) și se 
introduc forțele de legătură. Pentru eliminarea forțelor de legătură din 
articulația 0,, pentru troliu se va scrie numai ecuația de moment 
în raport cu O, și relaţia de frecare: | td ea 


să (Mo, = 0); TR + Qr — TR = 0; 
(F=) 
dy < Te A å 


Pentru bara 0,B se va scrie numai ecuația de momente în raport cu 
punctul O,, din aceleași considerații ca şi la troliu : 


(EMo, = 0); T, = + T, sin a= — Pl O 
Rezolvînd sistemul obținut, rezultă : 
3z 
u | — —a 
s EA POCA (= )] 


ale E) 


8.B.3. Se dă un fir cu greutatea p pe unitatea de lungime, trecut peste 
un tambur fix de rază R, ca în figura 8.B.3, a. Cunoscînd coeficientul 
de frecare de alunecare u între fir şi disc, să se calculeze lungimea } a por- 
țiunii de fir care poate atîrna liber de pe disc fără a strica echilibrul. 


Rezolvare. În figura 8.B.3, b a fost izolat un element ds din fir, 
pentru care pot fi scrise următoarele ecuații de echilibru : 


(ZX, =0); F+ T cos Ê + pds cos 0 — (T + dT) cos $ =0; 


(EY, =0); N — T sin Č — (T + dT) sin E — pds sin 0 = 0; 


F < pN. 
Se obține prin rezolvarea sistemului 
= — uT = pR(cos 0 + y sin 0). 


AF 


a) b) 
Fig. 8.B.3 
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Integriînd ecuaţia diferențială de ordinul întîi cu membrul drept, se 
obține : 


Tia Ceuk — „22% con O E cilt a E 0. 
ly l 


= Punînd condiţiile în punctele A şi B: 
9=0; T=0; 
0 =r; I == pl; 
rezultă : 


g < ZER(e"7 +1) | 
Lua 


Dacă se notează u = tg g se obține : 
L < R tg 2ọ(e + 1). 
8.B.4. Se dă un fir cu greutatea neglijabilă solicitat de forțe concentrate, 
ca în figura 8.B.4, a. Folosind datele de pe figură, să se calculeze valorile 


tensiunilor în A şi B, înclinarea față de orizontală œ, B, y a fiecărei por- 
țiuni şi lungimea firului. 


Rezolvare. Ecuațiile de echilibru ale întregului fir cuprind proiecții 
pe orizontală, pe verticală şi momente față de punctul A. 


(XX, =0]); —T, cos œ + T, cos B = 0; 
' {2Y = 0); T, sin a + T, sin B — 4P = 0; 
(ZM, =0);  —3Pa—P3a+417, sinp% =0. 


Se mai poate scrie relația geometrică : 


tg a = 2. 
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Rezolvînd sistemul obținut, rezultă : 


8P/5 __ 4PA[I3 
AE cL T,=, tgp=2. 
Se izolează nodurile C şi D (fig. 8.B.4, b, c) şi se scriu ecuaţiile de 
echilibru pe orizontală şi pe verticală a celor două sisteme de forţe con- 
curente. Rezultă : | 


P489 5 
Fă = í = = 
ai, Jo o Y 8 * 


Lungimea firului rezultă dintr-o relaţie matematică : 


L= A p = 2 (445 + SE + NIB x 5,5a. 


cos & cos y 2cosf 4 


8.B.5. Un cablu omogen de lungime 2/, avînd greutatea pe unitatea 
de lungime ș, este suspendat cu cele două capete pe aceeași orizontală 
(fig. 8.B.5). Unghiul făcut de tangenta la cablu cu orizontala în punctele 

| A „_„ de suspendare este a. 
_Să se calculeze tensiunile maxi- 
mă T, minimă T, şi săgeata f a 
cablului. 


Rezolvare. Din ecuația curbei 
funiculare l | 


a 
y =a ch =» 
F a 


se poate scrie expresia tangentei la fir în punctul B! 


dy 
te a= | 
E al 
Deci : TEE 
sh 2 = tg a. 
a 
Jxpresia lungimii porțiunii de fir CB este | A 
=a sn? a tg a. 
REA a 
Rezultă: : a 


lei Pi l ctg O. 
Tensiunea în punctul C (tensiunea minimă) este . 
ăi To = pa = fl ctg a. 
Proiecția tensiunii pe orizontală fiind constantă. rezuită : 


i T l 
5 p = da -— e = $ . 
cos & sin a 


; 1 24 
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Se mai poate scrie: 


Ts = Pya = pla Afh i 


De aici, 
fa Ts — pa __ I(l — cosa) 


P? sin æ 


8.B.6. Un cablu omogen de lungime 27 este suspendat cu cele două 
capete pe aceeași orizontală, astfel încît tensiunea îri fiecare din punctele 
de suspendare să fie egală cu greutatea întregului cablu, Să se calculeze 
2L, f şi a (fig. 8.B.6). | 


Rezolvare. Notind p greutatea uniform distribuită pe unitatea 
de lungime a firului, rezultă: 


T, = Ti pl. 


Scriind ecuaţia de echilibru a firului 
pe verticală | 


T, sin a + T,„sin «e — 2%l = 0, 
rezultă : 
s 1 
SIN y% = —, 
2 
Tensiunea minimă este: | 
T, =. T, cos: = pl Af3. 


Se poate scrie 


da PY To = pa. 
De aici, 


u S Ya aste =U Ia 


Se introduc coordonatele punctului B în ecuația lănțişorului 


V = ach-—. 
j a 
De aici, rezultă: 
' b 2 
ch — ==, 
a N3 


Se scrie expresia lungimii porțiunii CB a curbei: 


b 
loa = hma 


De aici, 
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Capitolul 9 
CINEMATICA PUNCTULUI 


9.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


9.A.1. Generalităţi 


În general, problemele de mecanică trebuie privite sub un triplu aspect: 
geometric, cinematic şi fizic, “așa cum apar ele în dinamică, ; 

Aspectul geometric se referă la poziţia în raport cu un reper a corpului 
la forma şi dimensiunile lui, care pot fi variabile sau invariabile. Depla- 
sare înseamnă schimbarea poziției, deformare înseamnă schimbarea formei 
sau a dimensiunilor. În operaţiile geometrice nu intervine timpul, de aceea 
aceste operații se pot efectua în nenumărate feluri. 

„Aspectul cinematic cuprinde pe lingă aspectul geometric și noțiunea 
şi mărimea de timp. Schimbarea poziţiei, formei și dimensiunilor unui corp 
in timp se face în mod continuu şi univoc. Astfel, deplasarea în spaţiu 
şi în timp, față de un reper presupus fix, a unui corp se numește mișcare. 
Mișcarea mecanică este caracterizată în cinematică prin : traiectorii, distri- 
bujii de viteze, distribuții de accelerații, condiții inițiale etc. 

Aspectul fizic se reflectă în mecanică prin însuşirile de material ale 
corpurilor, dar mai ales prin interacțiunile lor exprimate prin distribuțiile 
de mase şi de forțe. 

In problemele de dinamică mai apar şi calcule privind momentele statice 
și momentele de inerție care sînt asociate distribuției masei într-un corp. 


9.A.2. Caracteristicile cinematice ale mișcării punctului 


Traiectoria este mulțimea continuă a poziţiilor prin care trece punctul 
mobil într-un interval de timp. 
Ecuația ei vectorială față de reperul fix O (fig. 9.4.1.) este: 


7 = 70 (9.1) 


Traiectoria punctului mobil A/ mai 
este și hodoeraful vectorului variabil 7 
cu origi ui O. 

Dacă parametrul scalar / reprezintă 
timpul, ecuația (9.1) exprimă şi legea 
mişcării. Dacă se notează cu s coordo- 
nata curbilinie a punctului M față de 
A (originea arcelor), s = s(t) este ecuatia 
orară a mişcării. 

Viteza punctului mobil M este o 
Fig. 9.A.1 mărime vectorială — tangentă în M 


1 F(t) funcție uniformă, vectorială, continuă, cel puţin de două ori derivabilă. 
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la traiectorie — şi care caracterizează direcţia, sensul și modul de mișcare 
în timp a mobilului. Expresia matematică a vitezei în momentul f este: 
l r d7 si 
= A = 7 . 
di 


Observații 
Dacă 7 = 7(s) este ecuația curbei pe care se mișcă M, ținînd seamă de 
ecuația orară se poate scrie: 


unde F este versorul tangentei la curbă, dirijat în sensul creşterii arcelor, 
iar å reprezintă în valoare (pozitivă sau negativă) viteza în momentul / 
a mobilului. Dacă s creşte s > 0, J are același sens cu 7 (mișcare directă). 
Dacă s descrește $ < 0, 5 este în sensul opus lui 7 (mişcare retrogradă). 
Notînd å = v, expresia vectorului viteză devine : 


U = vT, (9.2) 
unde v este valoarea scalară, algebrică, a vitezei în raport cu 7. 
Intotdeauna trebuie considerată viteza cu toate caracteristicile ei vecto- 
riale. De pildă, cînd viteza este constantă, 7 = 7, adică nu variază nici 
direcția, nici sensul și nici mărimea ei, numai atunci se poate spune că 
mişcarea mobilului este uniformă. Numai o asemenea mişcare nu are accele- 
rațe. 
Accelerajia unui mobil se definește ca viteza de variație a vectorului 
viteză și are ca expresie matematică : 
a dy 2 ē af ez 
a = —— = Y, 
dt dz 
Observaţie. 


Numai dacă mobilul are o mișcare uniformă, cu viteza constantă în 
direcție, sens și mărime (3 = 7), mobilul nu are acceleraţie : 


ā= 0J =T =Q. 


Oricum altfel ar fi mişcarea, mobilul are accelerație. 


9.A.3. Componentele vitezei și accelerației 
în raport cu triedrul natural 


Viteza are o singură componentă în raport cu triedrul Mrnb (fig. 9.A.2), 
și anume după tangentă: J = v7., l | 
Accelerația se deduce din ecuaţia precedentă prin derivare: 


. 3 rata = | 
Isi ath = T = aī + a,i, (9.3) 


unde A este curbura în M a traiectoriei, iar 7% versorul normalei princi- 
R 


pale în M la traiectorie. 


1 Notație folosită în mecanică exclusiv pentru derivata în raport cu timpul a unei 
mărimi, 
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Fig. 9.A.2 | | Fig. 9.A.3 


Observaţii | 


Acceleraţia are două componente (Sau două proiecţii ortogonale) : una 
2 


tangențială o7 şi cealaltă normală A 7. 


, Accelerația în orice punct M a mobilului se găseşte în planul osculator 
din M al traiectoriei și este orientată înspre concavitatea acesteia. 
Acceleraţia tangențială măsoară variaţia în timp a valorii v a vitezei, iar 
accelerația normală este datorită variației direcției vitezei şi exprimă această 
variație. Modulul accelerației este: 


a= yaf yey. (9.4) 


Pentru ca accelerația să fie nulă, este necesar şi suficient ca : ù = 0, adică 


adică R = œ, mişcarea să fie cu viteză constantă pe o linie dreaptă. 

În tehnica maşinilor sînt mişcări pe traiectorii de curbură constantă. 
În afară de dreaptă, traiectoriile cu curbura constantă sînt cercul şi elicea 
circulară dreaptă. Mișcările cu |d| = constant pe aceste traiectorii curbilinii 
au accelerații constante în modul |ā| = c. 

De obicei, aceste mişcări sînt impropriu denumite ca uniforme. Ele ar 
putea fi considerate ca mișcări pseudo-umiforme. 

Mişcarea cu accelerație constantă în direcţie, sens și modul, d = du, 
se intilneşte în dinamică la mişcarea pe parabolă a punctului material liber 
acționat de o forță constantă în direcție, sens şi modul, cum ar fi căderea 
în vid a punctului material la suprafața Pămîntului. 


9.A.4. Mişcarea circulară 


Aceasta este un caz particular al mișcării oarecare. Se poate folosi 
triedrul natural cu toate rezultatele obținute (fig. 9.4.3). 


Viteza liniară se obţine prin derivare din s=r0, adică v = $ = 79, 
unde 


> „AO 
0=a= lim ~= 


este viteza unghiulară. 
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Accelerația unghiulară : 
= 0 = lim £2. 
At-0 A 
- Expresia accelerației liniare: 


ă = 703 + rot, (9.5) 


unde a, = rò şi a, = rw? sint valorile accelera 
` Modulul accelerației liniare este: 


la| = ryo F ot. (9.6) 
O bsefvaţii. 


În general, w = w(t) reprezintă legea mişcării circulare, Mişcarea cir- 
culară cu viteză unghiulară constantă œ = Oy Şİ cu acceleraţia, unghiulară 
nulă (ò = 0) este una din mișcările pseudouniforme. Ecuația orară a aces- 


tei mișcări este: 


țiilor tangențiale şi normale, 


0 = 99, deci A +) = C) pb + 0o, 
iar accelerația liniară nu are componentă tangențială, ci numai normală: 
rog- l 
Mişcarea circulară cu accelerație unghiulară constantă este impropriu 


denumită uniform variată. Ea este caracterizată prin ecuația: ó =c. 
Se integrează de două ori: 


b= o =d+, şi 0= At Ci 0, 


iar cele două constante de integrare C, ȘI Ca se determină cu ajutorul con- 
dițiilor inițiale: la £ = 0, o = wọ şi 0= 06. În consecință : | 


F raa 
Se calculează modulul accelerației liniare: 


lā l= rE F (ct F o) 


şi se constată că d este o funcție destul de complicată de timp. 

Dacă cop > 0 mișcarea este propriu-zis accelerată, dacă cop < 0 miş- 
carea este întîrziată pînă ce se anulează viteza unghiulară œ, în intervalul 
de timp: 

P O — 09 


c 


9.A.5. Componentele vitezei și accelerației 
în raport cu triedrul fix 


Triedrul Oxyz fix este triortogonal drept (fig. 9.A.4). Ecuațiile parametri- 
ce ale unei curbe sînt: 


x = x(s); y = y(s); z=z(s), 
s fiind abscisa curbilinie, în raport cu originea arcelor A, a punctului 


curent M. ` 
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„Dacă s= s(t), unde 4 este 
timpul, este ecuaţia orară a 
mișcării punctului M, ecuaţiile : 


x = x(t), y = y(t), z =z0), 


reprezintă traiectoria - şi legea 
mişcării punctului M. 


Expresia complexă a vitezei 
este ; 


D=} =i +ý] +k, 


Fig. 9.A.4 unde VU, = 4, v, = Y, v, = 2, sint 
A valorile scalare ale proiecțiilor 
(componentelor) vitezei pe cele trei axe ale triedrului fix. 


Modulul vitezei este: 


|T] = y0? + v? + 02 = yt p 924 22, (9.7) 


Expresia complexă a accelerației este : 


unde 4, = &, a, = Ẹ, a, = Z sînt scalarii proiecțiilor (componentelor) acce- 
lerației pe axele triedrului fix. 
Modulul accelerației este : 


a] = Na? + = AFI, (9.8) 


Observații 
O consecință imediată a definiţiilor este teorema : 


Proiecjia pe o axă fixă a vitezei sau a accelerației unui punct mobil 
este egală cu viteza, respectiv cu accelerația punctului pe axa considerată. 


O aplicație clasică a celor prezentate pînă aici se referă la mişcarea 
pe o elice circulară dreaptă. 
Ecuațiile parametrice ale elicei circulare drepte sînt: 


x =r cos 0; y=rsin 0, z= (r tg «)ð, 


unde M(x, y, z) este punctul curent pe elice, y, raza cilindrului circular 
drept, O, în radiani, este unghiul dintre OA şi Om, m fiind proiecția ortogo- 
nală a punctului M de pe elice pe planul cercului de bază (fig. 9.A.5), « 
înclinarea. elicei cu pasul: p = 2mrtg a. 


1 Forma enunțului are la bază convenţia stabilită la Cap. 2.4. Proiecţia unui vector 
pe o axă este un vector. Proiecţiile ortogonale ale unui vector pe axele unui triedru tri- 
dreptunghic sînt egale cu componentele vectorului după cele trei direcții ale axelor. 
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Fig. 9.A.6 
Dacă 0 = 0(2) reprezintă legea mișcării circulare a proiecției m, 6=o 


viteza unghiulară și 0 = c accelerația unghiulară, se obțin următoarele 
relații : 


unde R este raza de curbură a elicei circulare drepte. 


9.A.6. Componentele vitezei și accelerației în coordonate polare 
(plan) 


Sistemul de referință se compune din polul O (fig. 9.A.6), semiaxa po- 
lară Ox, raza polară r, putînd primi valori între O şi +00, şi x0, măsurat 
de la axa polară în sens direct (trigonometric) sau în sens contrar, putînd 
primi valori între O şi +0, respectiv între O şi —oo. 

Ecuația curbei se poate prezenta sub una din formele: 


f(r, 0) = 0 sau z =?7(0), 0= 07). 


Pentru a cunoaşte mişcarea trebuie dată şi legea de variație în timp 
a unei coordonate y sau 8. 


Pentru exprimarea sub forma vectorială, se introduc și versorii: p — 
dirijat după raza polară; y — dirijat după perpendiculara, în sens trigo- 
nometric, în O, pe raza polară. 

Se stabilesc următoarele relaţii : 


= bp şi = —bp. 
Pornind de la 7 = 7ș se obțin componentele vitezei: 


i =F = jp +65, adică: vp =+}; v =7rÔ şi |T] = Via + made. (9.9) 


D o oo 


131 


CE Scanned with OKEN Scanner 


La fel, pentru accelerație se păsese componentele: 


Mr: a = LI i (20) şi 
P 


u Mi l d a 2 i i 
a= erp [eo 9.10) 


9.A.7. Viteza și acceleraţia areolară 
Viteza arcoiară a punctului M, în raport cu un punct fix, este o mărime 
vectorială care caracterizează viteza cu care raza vectoare OM generează 


suprafața conică cu viriul în O, avînd ca directoare traiectoria punctului 
M (fig. 9.A.7) şi care are expresia: 


Q= (7x7) (9.11) 


Observații 


Dacă traiectoria este plană și polul O se află în planul ei, Q este un 
vector de direcție invariabilă, perpendiculară pe plan. În acest caz valoarea 
vitezei areolare în coordonate carteziene este dată de expresia : 


Q = 2 (xý — 29) 


iar în coordonate polare este: 


Accelerația areolară este viteza de variație a vectorului viteză areolară 
a punctului M (fig. 9.A.8) şi are expresia: 


Q=- (7 x ä). (9.12) 


SI 


Fige DA, e pa fa d Fig. 9.A.8 
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Observaţii 


În cazul traiectoriei plane și cu polul O în plan, Q este un vector cu 
direcția constantă, iar valoarea accelerației arcolare este dată de expresia ! 


: 1 A si 
O = ri (23 — &y) 


în coordonate carteziene, iar în coordonate polare de expresia : 
1 d 


9.B. APLICAŢII LA CINEMATICA PUNCTULUI 


9.B.1. Un punct se mișcă pe dreapta OABC pornind din O fără viteză 
inițială (fig. 9.B.1, a). Pe porțiunea OA mișcarea este uniform accelerată 
atingîndu-se viteza v, în timpul 4, în punctul A, pe porțiunea AB mișcarea 
este uniformă, iar pe porțiunea BC, parcursă în timpul î,, mişcarea este 
uniform întîrziată. Mobilul se opreşte în C. Cunoscînd distanța OC = d, 
să se studieze mișcarea mobilului şi să se reprezinte diagramele accelerației, 
vitezei şi spațiului. 


Rezolvare. Mișcarea este rectilinie, în lungul axei Ax. Pe prima 


porţiune : 
& = a, şi prin integrare & = Mt, 
al? 
E d —3 za 
2 
iar 
a` a è vt 
4). =g, = al, deci: =a =- și d = Z 
A 1 ‘pe! 1 P 1 9 
ti — 
Qi 4 Ha L x4 
4 til 
di 70 


| 
| 
| 


lr 2 by tlorta P s. 
E ph u T Tih uG 
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Pe porțiunea AB; £ =v, & = 0, da = Vale. 
„Pe porţiunea BC; A = —ayş £ = v, — ast — (ti + 23)]. 


a= A [t (h H ba) P val — (ta) HE H vta 


i În punctul C: 
tit ti hi ed 80: 
de unde: 


Diagramele mişcării sînt date în figura 9.B.1, b. 


= 9.B.2. Două mobile se mișcă în linie dreaptă unul spre celălalt. Primul 
pleacă din punctul A avînd o mișcare uniformă cu viteza v, = 12 m/s; 
al doilea pleacă din B după î, =5s de la plecarea primului și are o 
mișcare uniform accelerată cu viteza inițială v= 10 m/s şi accelerația 
a = 2 m/s2. Cunoscînd distanța AB = d = 300 m, să se determine locul şi 
momentul întîlnirii mobilelor (fig. 9.B.2). 


Rezolvare. Legile de mişcare ale mobilelor sînt: 
x=n(+ h); (>h) 
mann -Z v+ d; (t > 0). 


întîlnirea are loc cînd: 


n+) = — vită, 
adică : 
22 + 22t — 240 = 0. 
Rezultă : î, = 8s şi f = —30s. Se alege valoarea pozitivă pentru timpul £. 
Introducînd î, în expresia lui x, rezultă x = 156 m. 
⁄ a f parn i 
A B X 
Fig. 9.B.2 


9.B.3. Două mobile M şi N pornesc simultan din punctele A şi B pe 
două fdreptelcare se intersectează în unghi drept, îndreptîndu-se E 
tersecția 0. Se cunosc coordonatele OA = Xo şi OB = Yo. Ambele mo 2 
au o mişcare uniform accelerată, cu accelerațiile a, ŞI aa, fără viteze iniţia 5 

Să se determine timpul după care distanța s dintre mobile va fi o á 
mărimea acestei distanțe minime şi pozițiile corespunzătoare ale mobilelor 


(fig. 9.B.3). 
Rezolvare. Legile de mişcare sînt: 


1 1 
X = X — zl, =y Tga 
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d(s2) 


va fi minimă pentru pacat adică 
1 = ze + aY.) 
al + ai ” 
pozițiile mobilelor fiind : 
x= Ga(a3X0 — Yo) ; y= a,(ā1 Yo — 23%0) 3 
aj + ai a + ai 


iar 
s= | 81Yo — 43%0 | 
Ja + ai 


iv, 9.B.4. Două puncte se mișcă pe dreptele paralele A, şi A, cu vitezele 

şi va iar un al treilea punct se mișcă pe o a treia paralelă A. Cele trei 
puncte sînt mereu coliniare. Cunoscînd raportul distanțelor dintre drepte 
à = d|d, să se determine viteza v (fig. 9.B.4). 


Rezolvare. Din condiția de colinearitate a punctelor: 
x dı 1 


X 0 1 = 0 
Xo d, Pee: d, ] 


prin derivare, se obține: 


Va — AV 
1—A 


Y = 


_9.B.5. Un om de înălțime / trece cu 
viteza v, sub o lampă situată la înălți- 
mea H. Să se determine viteza v a extre- 
mității umbrei omului pe pămînt (fig. 9.B.5). 
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Rezolvare. Din asemănarea triunghiurilor formate se poate scrie 1 


x = Xie 


Prin derivare, rezultă : 
H 


H — h 

9.B.G. Manivela OA se rotește uniform în jurul unui punct fix O cu 
viteza unghiulară œ constantă și, prin intermediul bielei AM = b, ea pune 
în mişcare culisa M (fig. 9.B.6). Să se determine viteza și accelerația culisei 
şi expresiile aproximative ale vitezei şi accelerației dacă raportul v/b este 
mic. 

Rezolvare. Exprimînd abscisa lui M şi aplicînd teorema sinusurilor 
(0 = œt), rezultă: 


= 


Uy 


x = r cos wt + Vi — Z sinod, 


r2% sin 2wt 


y2 
2b 1 — — sin? ot 
b 


ž = —7o sin of — 


Dacă raportul este mic, se poate dezvolta în serie: 


r? r? 
x = 7 cos ot + — cos 2wt G= a 
+ 4b T 4b 


d 3 Po -o 
4 = —ro sin w — — sin 2ut, 
2b 
m y2 2 
& = —ro2 cos ut — ară cos Zot. 


9.B.7. Diagrama viteză-timp a unei mișcări rectilinii are forma siertu- 
lui de elipsă din figura 9.B.7. Să se determine drumul x străbătut de mobil 


pînă la oprire. Fasi 
Rezolvare. Drumul reprezintă aria de sub curba vitezei, deci: 


y 


ui Tk 
Fig. 9.B.7 


Fig. 9.B.6 
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9.B.8. Un disc de rază R se rostogolește fără alunecare pe dreapta 
tangentă Ox. Să se determine traiectoria unui punct M de pe periferia 
discului, precum și legile lui de mișcare, dacă viteza constantă Vo a cen- 
trului C al discului este cunoscută, 


Rezolvare. Alegind un sistem de referință cu originea O în punctul 
unde inițial M coincide cu punctul de contact cu solul și axa Ox para- 
lelă cu vo şi notînd cu 0 unghiul de rotire: 


x = R(0 — sin 0); y= R(1 — cos 6) 
sînt ecuaţiile parametrice ale unei cicloide. Din relații geometrice rezultă : 


fam, ERE 

R’ R 
e 5 ' i Ă ; 
şi deci: x = vot — R sin 2X ; y = RI1 — cos 2 j 


9.B.9. Să se arate că orice mișcare în care avem îndeplinită condiția 
v = As + B, 


unde s este arcul de curbă parcurs de mobil, iar v viteza lui, este o mișcare 
uniform variată. 


Rezolvare. Prin derivare 


2vý = AŚ, 
dar 
å =v. 
Deci, a, = ùt = 2 = constant şi mişcarea este uniform variată. 


9.B.10. Un cerc de rază: se roteşte uniform cu viteza unghiulară e în 
jurul unui punct O situat pe circumferința lui (fig. 9.B.10). Să se studieze 
mișcarea punctului M de intersecție a cercului cu dreapta Ox. 


Rezolvare. Abscisa punctului M este: 


x = 2r cos 6 = 2r cos ot, 


de unde, prin derivare, rezultă; 
= —2ro sin wt, 


č = —2ro? cosul. 


9.B.11. Cunoscind diagrama vi- 
teză-timp a unei mișcări rectilinii 
(fig. 9.B.11, a) să sc traseze diagra- 
mele drumului parcurs de mobil și a 
accelerației sale, | Fig. 9.B.10 
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Fig. 9.B.11 


Rezolvare. Legea drumului şi acceleraţia rezultă din relațiile de 


definiţie : 


Se obțin astfel cele trei porțiuni ale diagramei : 


= Ph şi a= (0stst); 


x = m|t — $) şi a=0 (f SÉ <t); 


Li v, — v, (t — 4)? 
x = [ta] 1 a ( a. 
2 h — bh 2 
l — 1 
p E, E A Va) 
îs — th, 


şi diagramele căutate sînt date în figura 9.B.11, b. 


9.B.12. Culisa M este pusă în mişcare prin intermediul firului MBA, 
ză y care se roteşte cu viteza unghiulară 


= ct (fig. 9.B.12). Să se determine viteza culisei M în funcție de po- 


ce se înfășoară pe o roată de ra 


ziţia sa. 


Fig. 9.B.12 
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Rezolvare. Lungimea firului este: 


l = rot + ra + Aaa r. 


Prin derivare, deoarece / = constant, se obține: 


rox ro 
g = — -n — . 
Aa = ri cos a 


9.B.13. Legea de mişcare a unui punct este: 
Și = A fii L pp j 
7 pati + [3e +y) 


unde « > 0, iar 6, y sînt constante. Ştiind că mişcarea începe la momen- 
tul t = 0, să se determine traiectoria, viteza şi accelerația. Să se determine 


hodograful vitezei. 


Rezolvare. Traiectoria este în planul xOy. Eliminînd timpul între 
coordonate, se obține: 


care este o semidreaptă. Prin derivare: 
I= 7 = ali + Btj, 
a=7 = ai + E]. 
Hodograful vitezei rezultă din: 
£ = œl; ġ = Bt, 
deci, 
y= fa 
[ed 
9.B.14. Legea de mişcare a unui punct este: 
y = a cos oti + b sin off, 


unde a, b, œ sînt constante pozitive. Ştiind că mişcarea începe la i = 0, 
să se determine traiectoria, viteza şi accelerația. Să se determine hodograful 


vitezei. 
“Rezolvare. Traiectoria este elipsa: 
x? y? — 
grar? 
7 = ř = —oa sin olf + wb cos oti, 
ā = f = —a?a cos wli — wb sin wij. 
Cum : 
| 4 = —oa sin at; iar ý = wb cos wå, 
hodograful vitezei este elipsa : 
xa %3 __ 1 
(aaa O (ab 
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ta k 9.B.15. Două mobile M, și M, pornesc simultan din id. 
~ trul A B, iar altul pe semicercul 4M 2B. Mobilul M, ara Teri a 

: dată vo iar mobilul M, pornește din repaus avind accelerația tangențială | 
constantă, necunoscută. Știind că cele două mobile ajung relee în B, 
să se calculeze accelerația mobilului Ms, cînd ajunge în B (fig. 9.B 15). 


Rezolvare. Legile de mișcare ale 


V, . A A è 
? mobilelor luînd în considerare valorile ini- 
tiale sint : 
M mat, 
AM, = sv: ÁM; = s, = $E, 
2 
i cu vitezele! v, = Vo; Va = ile 
DA Cînd mobilele ajung în B, legile devin: 
Fig. 9.B.15 pentru M1: 2R = votz; 
i a. P 
pentru M,: nR = —— ŞI Vp = Afe 
NI 2 
Rezultă 
i 2R . Ha nu? 
A > Uk = TY0 ȘI a. = B 
Uo i 2R 


Accelerația mobilului M, ajuns în B, va avea componentele : 


m. a vh __ 2208 


a i = 
T 2R R R 


de unde a, = Al + 47, 
2R 

9.B.16. Un mobil porneşte din repaus, pe cercul de rază R, cu accele- 
rație unghiulară constantă 6, cunoscută. Să se determine drumul AM= s 
parcurs de mobil din momentul inițial pînă în momentul în care unghiul 
dintre vectorul viteză şi acceleraţie este 45° (fig. 9.B.16). 

Rezolvare. Presupunînd că în poziția 
M unghiul între v şi a este de 45%, se deduce, 
prin descompunerea accelerației â după siste- 
mul tMn, că 


2 


a, = ap 


i Exprimîndu-se în funcţie de elementele un- 
ghiulare ale mișcării, se obține : 
O=A O. 
Ecuația orară şi viteza în mișcarea pe cere 


g . 
da. pol 


şi 01, adică s=R0=3 


R cu accelerație tan- 


9.B.17. Un mobil se mişcă pe un cerc de rază 
în A viteza este Vo 


gențială constantă. Știind că în momentul inițial, 
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Fig. 9.B.17 


è gi i —~ 
iar după parcurgerea arcului AB = S mobilul se opreşte, să se determine 


accelerația și drumul parcurs la timpul t = it (fig. 9.B.17, 4. 


Rezolvare. Folosind ecuațiile mișcării scrise în B 


S = Vol — ; Us = Vo — atr = 0, 
se obțin: 
pie, 28 
d: © 25 
La momentul 
1 
a 
rezultă : 
3 2 a 
v a capia ai = L H i, 
2 4 R 4R. 


Accelerația va fi: 
a = J + È= io JIR Ta 


iar unghiul 0 între v şi â (tig. 9.B.17, b), 
S 

tg 0 = —. 
5 2R 


9.B.19. Un punct se mișcă pe un cerc de rază R= 2 m; accelerația 


 tangențială a punctului este constantă 4, = 1 m/s?, Știind că după o secundă 
de la începutul mișcării accelerația este 4 = 2 m/s?, să se determine viteza 
inițială v a punctului, ecuația de mișcare, precum şi viteza şi accelerația 
la un moment dat, 


Rezolvare. Se obțin ecuațiile: 


p 
G d) y= i Pa 
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Scriind componentele accelerației la / = b s, 


a= JEF = Vi E = 2; v= 0,86 mjs 
şi | / 
s = 2 + 0,86; v = £ + 0,86; | 


_ U + 0,86) 
2 


9.B.19. Mişcarea unui punct este definită de : 
x = 20 +5; y=158— 3 


(t se dă în secunde, x și y în centimetri). Să se determine mărimea şi 
direcția vitezei și accelerației cînd î = 2s. 


Rezolvare. Folosind relațiile : 
g JE FJ; a = pa + 3? 
cos (7, x) = z , etc., se obține: 
v 


v = 100 cm/s; a= 50cm/s?; cos (7, x)= cos (ã, x) = 0,8; 
cos (7, y) = cos (ā, y) = 0,6. 
9.B.20. Să se determine ecuația traiectoriei unui punct, dacă mişcarea 
sa este dată de ecuaţiile: 
(a) x = 202 +5; y= 15 + 3; 
(b) x=5+3cosżt; y=A4sinl. 


Rezolvare. Eliminîndu-se parametrul t între coordonate se obțin: 
(a) linia dreaptă 3x — 4y — 3 = 0 cu poziția inițială în punctul de 
coordonate : 
x=5;y=3; 


(b) elipsa s- -+ z = 1. Poziția inițială în punctul de coordonate : 
x= 8; ğ =Q, 
9,B.21. Mişcarea unei încărcături eliberate de un avion este dată de 
ecuațiile : m 
X = dl; Yæ isa 


axa Ox fiind orizontală, iar Oy verticală în sus. Să se determine traiectona 

încărcăturii, viteza (modul și direcție) în momentul atingerii solului (inter- 

secția cu axa Ox), bătaia corespunzătoare şi hodogratul vitezei. 
Rezolvare. Eliminind timpul, se obține traiectoria 


a 
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Prin derivare, din x şi y se obține, la y =0: 
is v Sa zh 
v = av? + 2gh ; cos (0, x) =, cos (3, y ze 
y 


Pentru y = 0, se obține din ecuația traiectoriei bătaia x = Ve . 
Hodograful se obține eliminînd timpul din X = , Y =ý; i 
„deci: 

X = Vo 
9.B.22. Știind că ecuațiile de mişcare ale unui punct în coordonate 


polare sînt: 
r= r; 0 = pt, 


să se afle traiectoria sa şi să se determine viteza şi acceleraţia punctului. 
Rezolvare. Eliminind timpul, se obţine: 


Za 


| 7 ef, 
o spirală logaritmică. În coordonate polare se obține : 
Up = Ý = are ; v, = 76 = Bro” ; 
ap = y — 762 = (02 — B2)roe%; 
a, = 246 + ră = 2aproe”. 


9.B.23. Un punct are o mişcare plană cu viteza vo = const., 6 = o 
şi în momentul inițial ż = 0, r = 0. Să se determine ecuaţiile de mişcare 


în coordonate polare. 
Rezolvare. Din relația v = V7? +7202? se obține: 
; — i — ro? 


Separînd variabilele, prin integrare rezultă : 


1 . O Vo : 
t = — arc sin — sau 7 = — sin wt. 
Oe Ve LAT) 


Dacă Ô = wp 0=od%, traiectoria va fi: 


v . 
r = — sin 8, 
LST) 
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“Capitolul 10 


CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 


10.A. PREZENTARE TEORETICĂ | | 7 


10,A.1. Generalităţi 


Se ştie că poziţia unui solid rigid poate fi oricînd determinată dacă se 
cunosc, în acel moment, poziţiile a trei puncte ale sale, care nu sînt 
coliniare, în raport cu un triedru O'x'y'z’ presupus fix (fig. 10.A.1). Dacă 
cele trei puncte notate O, A şi B sînt alese astfel încît triunghiul OAB 
să fie isoscel, OA =0B = 1 şi dreptunghic în O, se poate considera un 
reper dreptunghic Oxyz solidar legal cu solidul (C) şi la fel orientat cu trie- 
drul fix. Poziţia triedrului solidar legat de solidul (C) poate fi determinată 
în orice moment cu ajutorul vectorului de poziție 7, = 0'0 şi al versori- 
lor: 3 = 04, j = 0B şi k = OC, ultimul rezultînd din $ =} x j şi din 
convenția de orientare. 

Dacă solidul (C) este fix în raport cu O'x'y'z', atunci Fo, i, f, şi E sînt 
vectori constanți (în direcţie, sens și modul) și reciproc. 

„ „Dacă solidul (C) este în mișcare. în raport cu 0'x'y'2, toți vectorii F, 
3, j şi k sau unii din ei variază în timp, adică sînt funcții vectoriale de timp. 

Poziția unui punct M(x, y, z) solidar cu (C) este determinată în raport 

cu reperul Oxyz, prin: 


7 = xi +y + zk, kiN (10.1) 


„atol 


iar în raport cu 0'a'w'z', prin: 
F = yF HR Tot PT ai y aR, (10.2) 


unde x’, y', z' sint coordonatele punc- 
tului M în raport cu O'x'y'z’, iar 
t’, 7, k’ sînt versorii invariabili ai 
axelor fixe. 

Dacă punctul M(x, y, z) rămîne 
fix pe solidul (C), coordonatele lui 
nu depind de timp, chiar dacă (C) 
este în mișcare. În acest caz însă: 
7 = xi + yf + zk = r(t), variația lui 
7 este numai în direcție, datorită 
variației în direcție a versorilor 7, 7 
şi & din cauza mişcării solidului (C). 

Dacă M este în mișcare în raport 
cu (C), coordonatele lui depind de 
timp. Dacă în acelaşi timp și (C) 
este în mişcare în raport cu O'x' yz, 
Fig. 10.4.1 există o suprapunere de mişcari. 
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Mişcarea lui M în raport cu (C), adică în raport cu "Dxyz, se numeşte 
mişcare relativă, iar în raport cu reperul fix, din O’, mişcarea se numeşte 
absolută. 

În cinematica solidului rigid, M este un pun.t > 'idar cu (C), coordo- 
natele lui (x, y, 2) sînt parametri depinzind de pe. „iu punctului, dar inde- 
pendenți de timp. , | 

Pentru a cunoaște mișcarea solidului (C) în raport cu 1/42 este sufi- 
cient să se cunoască mișcarea /riedrului mobil Oxyz şi poziţiile oricărui punct 
M al solidului prin coordonatele sale. 

Distribuţia de viteze. Vitezele. diferitelor puncte ale solilului (C), in 
raport cu 0'x'wy'z', se exprimă prin ecuaţia : 


=r =r tA ya do Li ++, (10.3) 


unde ï, este viteza punctului O (nu se va citi v zero). [ V tolice o) 
Distribuția de accelerații. Accelerațiile punctelor soiidului (C), în raport 
cu 0'z'y'z', se exprimă prir ecuația > -a 


e E E ya xi + yj + ză, (10.4) 


unde âg este accelerația punctului O (se va citi a, indice o). 
Observație importantă. 
Cunoașterea funcțiunilor : 


Folt), il), 100, ki) 
rezolvă complet problema cinematicii solidului rigid, deoarece prin 
7o = 7o(1) se cunoaşte traiectoria punctului O, prin Jọ = rolt), viteza lui 
şi prin a, = volt) = ratb), acceleraţia lui. În ceea ce priveşte funcțiile 
vectoriale 7(7), 7([). R(t), care trebuie să fie de asemenea funcții continue de 


două ori derivabile, ele caracterizează, în general, tipul de mișcare al 
solidului rigid. 


10.A.2. Mișcarea de translație 


Definitie. Un solid rigid are o deplasare de translație dacă un segment 
de dreaptă, unind două puncte arbitrare, solidare cu solidul, rămîne în 
decursul deplasării paralel cu el însuși. 

Observaţie. 

Definiţia mișcării de translație diferă de aceea a deplasării de translație, 
doar prin introducerea timpului, adică segmentul de dreaptă OM, (fig. 
10.A.2), unind două puncte arbitrare O şi M, rămîne invariabil în timp 
cu acceași mărime, direcție şi sens, ceea ce se poate exprima şi vectorial: 


7 = xi + yj + zk =c, 


adică 7, î, 7 şi k sînt şi ei independenți de timp. 
T'raiectoriile punctelor sohdului sînt date de ecuaţia : 

[d i — — - — 
r' = Yo +Y = Folt) +E, 
adică toate punctele solidului rigid descriu, într-o mișcare de translație, 
traiectorii egale și paralele cu traiectoria lui O. Astfel dacă 7o(7) este o 
funcție liniară de ţ, O descrie o linie dreaptă, la fel orice punct M descrie 
o linie dreaptă paralelă, mișcarea se numeşte de translație rectilinie. 
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A | "P | j 


pi 
În alte condiţii se poate ca mișcarea să fie d uslație ci RRF) 
; ; $ e transla 3-a, 
translație curbilinie. i jte circulară saù/de 
Distribuţia de viteze este dată de ecuaţia : 


P =0 =P) i= sau T= D(A, / 


adică toate punctele solidului rigid au, în același moment £, aceeași viteză 
cu viteza punctului O. ij 
Distributia de accelerații este dată în ecuația : 


Q = du(€), 


adică toate punctele solidului rigid au în același moment / aceeaşi accelerație 
cu accelerația punctului O. 

Reciproc, dacă în orice moment, punctele solidului rigid au aceeași viteză 
cu viteza (t) a punctului O, mişcarea solidului este de translatie. 


10.A.3. Mişcarea de rotaţie 

Definiție. Un solid rigid este în rotație dacă în cursul mişcării cel puțin 
două puncte ale sale, sau solidare cu el, rămîn fixe. Dreapta determinată 
de aceste puncte fixe se numește axa de rotație. 

Proprietăți. Punctele solidului rigid descriu cercuri avind planele perpen- 
diculare pe axă, cu centrele pe axă, iar razele R egale cu distanțele puncte- 
lor pînă la axă (fig. 10.A.3). 

Toate punctele solidului rigid descriu cercurile respective cu aceeași 
viteză unghiulară, în același moment t£. 

Proiecţiile vitezelor a două puncte solidare între ele pe dreapta care le 
unește sînt egale. Această proprietate esle adevărată oricare ar fi mișcarea 
segmentului de dreaptă, de lungime invariabilă, care unește cele două puncte. 

Reprezentare vectorială. Mişcarea de rotație poate fi caracterizată cu 
ajutorul unui vector alunecător (w, A)?, unde A, suportul, reprezintă axa 
de rotaţie, sensul vectorului arată sensul rotației (regula observatorului), 
w(î) reprezintă legea mişcării de rotație (fig. 10.A.4). 


Fig. 10.A.2 | Fig. 10.A.3 


1 3, este un vector polar legat de punctul O. 
2 Spre deosebire de Ve œ este un vector axial. 
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Dacă w nu depinde de timp, mișcarea este o rotație uniformă. În cazul 
că w este funcție de timp, mişcarea are și o accelerație unghiulară care 
poate fi caracterizată şi ea printr-un vector a(t) coliniar cu w pe (A). Dacă 
w are acelaşi sens cu ©, mişcarea de rotație este accelerată și invers, niggas 
rea este deceleraiă dacă w şi w au sensuri opuse. 


Dacă œ este independent de timp, accelerația sau decelerația fiind 
constante, mișcarea este uniform accelerată (decelerată ). 
Distribuţia de viteze este dată de relaţia : 


î=u%*7, (10.5) 


- unde 7 este vectorul de poziţie în raport cu reperul cu originea în punctul 
fix O (fig. 10.A.3.). 
Distribuţia de acceleratii, dedusă din (10.5), prin derivare este dată de: 


āã=0X7+0XI (10.6) 
sau | 
ā=0 X7 +x (0 XF). (10.7) 


Expresii analitice. Se recomandă să se aplice indicațiile date la Cap. II, 
adică traducerea relațiilor vectoriale în expresii analitice, și anume : se vor 
folosi sistemele de referință cele mai simple cerute de problemă şi nu cele 
mai generale cu putință care apoi să fie particularizate, după caz. 

Aici, la mișcarea de rotație în jurul axei fixe (A), aceasta va fi aleasă 
ca axă fixă comună 0?’ = 0z, cu k' = k, axele 0'x' şi O'y’ fixe, iar Ox 
şi Oy mobile, în același plan cu 0'x'y' (fig. 10.A.5). Punctul 1i are coordo- 
natele x', y’, z’, respectiv X, Y, "2 față _ de cele două sisteme de referinţă. 

Originile o' şi O fiind confundate: 7' = Y, iar 7’ = x T Hy F zR = 
=7 = xi + yj + zk, O = ok’ = ok. 

Înlocuind în (10.5), se găsesc rezultatele căutate : 


T= ok x(x i + yF + z'R’') = oxri — oyi sau vy = —oy', 


v =0x'; v =0; 7=okx(xi + yj +zk)= ox] — oyi sau 


U: = —0Y ; 
U, = 0X; 
v, =0, 


adică scalarii proiecțiilor vite- 
zelor pe axele fixe 0'xwyz' şi 
pe cele mobile Oxyz. 

La fel se procedează și 
pentru proiecţiile accelerației. 


Rezultatele sînt : 


we . 7 mpy’ 
de = — wy wW“xX 
ay = OX spe wy’ P 
a, = —0Y — 02%; 
a, = ÒX — WY, | Fig. 10.A.5 
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de unde: | 
a = 4E FE = (GE FINE Fa) = RWE Fo! = | 
= NEF = VFI E o, 


R fiind raza cercului descris de punctul M. 5 


10.A.4. Mișcarea solidului cu un punct fix 

Mişcarea solidului rigid cu un punct fix O (fig. 10.4.6) este o mișcare 
complexă. 

Pare că se aseamănă cu mişcarea simplă de rotație, dar această asemă- 


nare este numai formală. 
Mişcarea solidului cu un punct fix O este caracterizată prin vectorii 


õa = 0, de = 0 şi vectorul (7) avind suportul care trece necontenit prin 
punctul fix O, dar are variabile nu numai modulul ci și direcția. Din această 
cauză & este un vector al cărui suport trece mereu prin O, dar nu mai coin- 


cide cu suportul lui o. | 
În aceste condiţii mișcarea nu poate fi o mișcare de rotaţie, deoarece 


axa (&, A) nu este fixă, ci variază de la un moment la altul. 
De asemenea, nu poate fi denumită nici mișcare instantanee de votahe, 
deoarece suportul vectorului d» nu este coliniar cu (6, A). 
„Este adevărat că distribuția instantanee de viteze corespunde unei 
mişcări de rotație în jurul axei instantanee (o, A); adică : 
I=o0X7, (10.8) 
unde 7 este vectorul de poziție al unui punct oarecare M al solidului rigid. 


În momentul corespunzător £, toate punctele axei instantanee de rotație 
au vitezele nule, iar lucrurile se petrec, însă numai din punctul de vedere at 
distribuției de viteze, ca Și cum solidul s-ar roti, în acel moment, în jurul axei 


(A). 
În realitate această rotație este formală, deoarece punctele axei (A), 
deşi au vitezele nule, nu au în afară de punctul fix O şi acceleraţiile nule. 
Distribuția de accelerații se deduce din (10.8) prin derivare în raport cu 


timpul : f 
ā=0 X7 +0 XXT). (10.9) 
a (10.9) este la fel cu 
de acceleraţii ca în 
în fond, deoarece nu 
lidului, decît punctul 
celerația nulă, adică 


Deşi ca formă, ecuaţi 
ecuaţia distribuției 
mișcarea de rotație, 
există alt punct al so 
fix O, care să aibă ac 
nu există o axă a acceleraţiilor nule, în- 
seamnă că distribuția instantanee a acce- 
lerațiilor în cazul solidului cu un punct 
fix nu se poale reduce la aceea a unet m$- 
cări de rotație. 

Axoida fixă, axoida 
continuă de axe instantanee 
raport cu triedrul fix O! K'Y Z 
conică, numită axoida fixă. 


mobilă. Mulțimea 
formează in 
s : Fa 4+ă 
, o supraiață 


Fig. 10.A.6 
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Axa instantanee nu este fixă nici în raport cu triedrul mobil Oxyz și 
generează în raport cu acest triedru o altă suprafață conică, numită axoida 
mobilă. | 

Se demonstrează că, în tot timpul mișcării solidului cu un punct fix 
axoida mobilă este tangentă, după o generatoare comună, la axoida fixă, se 
rostogolește fără să alunece peste axoida fixă, iar generatoarea comună este 
chiar axa instantanee din acel moment. (Conurile și mișcarea Poinsot). 

ormulele lui Poisson se determină uşor calculindu-se vitezele virfurilor 
versorilor OA =, OB = 7, şi OC = k, oldată direct prin derivare în raport 
cu timpul şi a doua oară folosind ecuaţia generală (10.5) de distribuție a 
vitezelor în mişcarea solidului cu un punct fix, adică: 


i=țe xi; fj=0 Xj = axf. (10.10) 


10.A.5. Mişcarea oarecare (cea mai generală) a solidului rigid 


Distribuţia de viteze se obţine folosind formulele lui Poisson în ecuația 
(10.3), adică: 


I= +0 XF. (10.11) 


În mişcarea cea mai generală a solidului rigid, distribuția instantanee 
de viteze se obtine prin suprapunerea a două distributii : una corespunzătoare 
unei lranslații, tar alta, unei rotatii în jurul unet axe: ; 

=f} 


D= +7; T=; T =0 XF. 


Observație. 

Se precizează că solidul are o mişcare unică şi nu una compusă dintr-o 
translație şi o rotație. Numai din punctul de vedere al distribuției instan- 
tanee de viteze lucrurile se petrec ca și cum s-ar suprapune cele două 
cîmpuri de viteze. 

Distribuţia de accelerații este dată de relația : 


ā=āã, +0 X7 +0 x (0X7). (10.12) 


Prima componentă â' = d, corespunde unei translaţii, iar cea de-a doua: 
d'=oX7+ox(6Xx7) 


mișcării solidului cu un punct fix, la care distribuţia instantanee de accele- 
rații nu corespunde unei rotații. 

Discuţia asupra tipurilor de mișcări se poate face cu ajutorul vectorilor 
caracteristici w(t) și do(£) în funcție de particularitățile lor: 

Ə =0, d, =0, cazul banal al repausului în raport cu triedrul fix 


© = 0, 7t) #0, mișcare de transla ție; 

D) 4 0, 7, = 0, dacă suportul vectorului w, care trece necontenit prin 
punctul fix O, are directia invariabilă, mişcarea este o rotație ; 

D(t) #0, dp = 0 suportul lui W variabil, mișcarea solidului cu un punct 
fix O; | pa 
D(t) 2 0, T(t) 4 0, dacă suportul © este o dreaptă fivă trecind prin 9, 
iar J, este pe același suport (A), mişcarea se numiște elicoidală, (A) itind 

axa acestei mișcări (fig. 10.A.7); 
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Fig. 10.A.7 Fig. 10.A.8 


w(t) 3 0, Folt) 4 0, suportul lui © are o direcție invariabilă, iar To, necon- 
tenit perpendicular pe ©, este situat într-un plan fix. Mişcarea se numeşte 
Plan-paralelă (fig. 10.A.8). 

a(i) #0, T(t) #0, fără condiții pentru direcțiile acestor vectori pre- 
zintă mişcarea cea mai generală a solidului rigid. 

În mişcarea cea mai generală a solidului rigid, se demonstrează urmă- 
toarele proprietăți : 

Proiecția vitezei oricărui punct M al solidului pe directia lui G este un 
ınvariant, independent de poziția punctului. 

Mişcarea cea mai generală a soldului rigid poate fi asimilată, însă numai 
din punctul de vedere al distribuţiei instantanee de viteze, cuo mişcare elicoidală. 

Axa instantanee a mişcării elicoidale generează, în raport cu triedrul 
fix, o suprafață riglată, numită axoida fixă, iar în raport cu triedrul mobil, 
o suprafață de asemenea riglată, numită axoida mobilă. 

Se demonstrează că în tot timpul mișcării solidului axoida mobilă se 
rostogolește peste axoida fixă și alunecă în acelaşi timp, în lungul generaloarei 
de contaci care, în momentul considerat, este axa instantanee a mișcării elicoi- 
dale. 


10.A.» Mişcarea elicoidală 


Această mișcare a solidului rigid poate fi caracterizată geometric prin 
aceea că un segment de dreaptă, solidar cu solidul în rotație în jurul lui, 
alunecă în lungul unei drepte fixe, axa mișcării elicoidale. E 

Punctele solidului descriu elici cilindrice, în general cu pas variabil. 

Vectorii caracteristici ai mișcării elicoidale cu pas variabil, &(?) şi zu(), 
fiind funcţii continue, şi derivabile, nu sînt legaţi decît de condiţia de a 
avea același suport fix, axa mișcării. Derivatele lor: w(ż) şi Uot) = dot?) 
reprezintă de asemenea vectori pe acelaşi suport, fără vreo altă legătură 
între ei, 2 pazei 

Mişcarea de șurub este un caz particular al mișcării elicoidale : punctele 
solidului descriu elici circulare cu același pas Ż, există o relaţie liniară între 


valorile & şi Jo, respectiv între W și _, adică: 
$ : A E E 
= k>—o ŞI a4 = k> o. 
Yo k z Ş 0 27 


unde $ poate fi +1 după cum şurubul are filetul drept sau stîng. 
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10.A.7. Mișcarea plan-paralelă 


Această mişcare se caracterizează geometric prin aceea că există un 
lan (P), solidar cu solidul rigid (C), care se mișcă într-un plan fix (P') 
(fig. 10.A.9). 

Observaţii 

Orice punct al solidului rigid în mişcare plan-paralelă rămîne la distanță 
invariabilă față de planul fix al mișcării. 

Toate punctele solidului rigid, situate pe o dreaptă perpendiculară pe 
planul fix, au în același moment aceeaşi viteză şi aceeași acceleraţie şi de- 
scriu traiectorii egale şi paralele cu planul fix. 

În consecință, mişcările punctelor situate în orice plan paralel cu planul 
fix (P”) sînt identice cu mișcările punctelor corespunzătoare situate în pla- 
nul (P). 

Pentru cunoașterea mișcării plan-paralele a solidului rigid (C), este sufi- 
cient să se studieze mișcarea secțiunii sale plane (P) cu planul fix (P”). 

Mișcarea planului (P) în planul (P') se numește mișcare plană, iar pe 
baza observaţiilor se poate face ușor corespondența dintre mișcarea plană 
a secțiunii (P) cu mişcarea plan-paralelă a solidului rigid (C). 


10.A.8. Mişcarea plană 
Determinare. Mişcarea plană, mişcarea unei plăci rigide plane (P) în 
propriul ei plan fix (P'), este determinată (fig. 10.A.10) în raport cu un 
reper fix 0'x'y din planul (P') prin: 
Folt) = xolt) + yoli și 0#), 


adică prin poziția originii O a reperului mobil Oxy şi prin x dintre Ox 
şi O'x'. | 

Vectorii caracteristici ai mișcării plane sînt: w(/) = 0k’ perpendicular pe 
planul (P) şi Volt) = fo = toi” + Yo], situat în planul (P). Pentru comple- 
tarea expresiilor analitice, se va ține seamă şi de relațiile evidente dintre 
versorii axelor mobile Oxy şi ai celor fixe 0'xw': 


E =k’; îi =—cos0; fi” = —sin 0; if = sin 0; ]7' =cos?. 


Tig. 10.A.9 
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Distribuţia de viteze este, ca formă, aceeaşi ca în mișcarea generală + 

= 0 +0 XF cu particularitățile caracteristice ale vectorilor d, d, şi A 
-4n orice moment ¢ al mişcării se poate găsi în planul (P) un punct 7 
a cărui viteză trece prin valoarea zero, Acest punct nu este fix deoarece 
el are acceleraţie. Vectorul de poziţie al punctului Z este: | 


xüs ; [joi 


pt) = ——— jar |5| = #2, 
P(t) S Ip] TIE 


adică: 7 se află în orice moment t pe perpendiculara din planul (P) dusă 
Be Uo, în sensul în care triedrul OwTop este drept, la distanța vel 


(3 

Cu ajutorul punctului 7, distribuția de viteze la momentul / Gahaa 
are o formă simplă: 5 = © X IM ca și la mișcarea de rotație, ca și cum 
punctul I ar fi fix, iar placa (P) s-ar roti în jurul lui cu viteza unghiulară 
din acel moment. 

În realitate lucrurile nu se petrec aşa, ci numai din punctul de vedere 
al distribuției momentane sau instantanee Și numai pentru viteze, mișcarea 
se poate asemui, formal, cu o rotaţie în jurul lui Z care se numește centru 
instantaneu de rotaţie. 


Se precizează din nou că nu este vorba de o rotație propriu-zisă, deoarece 


în momentul următor /, un alt punct 1 al planului (P) are — în acel 
moment — viteza nulă și rolul de centru instantaneu de rotaţie, astfel 
că : 


mișcarea cea mai generală a unei. Plăci rigide plane în propriul ei plan 
fix poate fi privită, din punctul de vedere al distribuţiei instantanee de viteze, 
ca o mulțime continuă de rotații în jurul unor centre instantanee de rotaţie 
care se succed de asemenea în mod continuu. 


Centroida fixă și centroida mobilă. Mulțimea continuă a centrelor instan- 
tanee de rotație formează în planul fix (P”) o curbă (C”) numită centroida 
fixă, iar în planul mobil (P) o altă curbă (C), solidară cu acest plan, numită 
cenlroida mobilă (fig. 10.A.11). Se demonstrează că în tot timpul mișcării 
planului (P) în raport cu planul (P”) centroida mobilă se rostogolește! 
fără să alunece pe centroida fixă. Punctul de tangenţă din fiecare moment 
este centrul instantaneu de rotaţie, din acel moment. 


Distribuţia de accelerații este dată de ecuația generală: 
I=ă+raxf+ax(ox7), (10.13) 


unde Z(t) = (f) este un vector legat de 
O şi situat în planul (P) ca și J, iar © 
este coliniar cu œ. In aceste condiții, ecua- 
ţia (10.13) are o formă mai simplă: 


ā=ā +o Xx7—oc7. (10.14) 


„În orice moment ż al mişcării se poate 
găsi în planul (P) un punct Ja cărui 
Fig. 10.A.11 accelerație trece prin valoarea zero. Evi- 


1 De aceea centroida mobilă se mai numește şi rostogolitoarea, iar centroida fixă, baza 
mișcării plane, 
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dent acest punct nu este fix, el avind viteza diferită de zero. Vectroul 
de poziție al punctului J este: 


2 6X dak da, mi lol. 
n FENTE , Ki Nr ? i (10.15) 
tg p = Ë 
La) 


adică J se află în orice moment pe semidreapta din O care formează cu 
A aako [ă . 4 . T Li — 
ăp în sensul dat de o, unghiul ọ, cuprins între O şi sd, la distanța |7,!, 


ambele valori fiind date de (10.15). 

Observaţie. 

Pentru figura 10.A.12, & trebuie să fie orientat înspre observator, deoa- 
rece e este orientat de la ă, în sens trigonometric. 

Cu ajutorul punctului J, distribuția instantanee de accelerații (la momen- 
tul £) are forma mai simplă: 

ā =w X JM — JM, (10.16) 
ca și la mișcarea de rotatic, ca și cum punctul ar fi fix iar placa (P) s-ar 
roti în jurul lui cu vitezu unghiulară @ şi accelerația unghiulară ©, din acel 
moment. 

Acest punct joacă în mișcarea plană un rol asemănător cu centrul instan- 
taneu, pentru distribuția vitezelor. El poate fi numit centrul instantaneu 
pentru distribuția accelerațiilor, dar pentru evitarea confuziilor poartă 
denumirea de polul accelerațiilor. Adică, din punctul de vedere al distri- 
buției instantanee de accelerații, lucrurile se petrec ca st cum în momentul 
t, polul accelerajiilor (J) ar fi fix, iar placa (P) s-ar roti în jurul lui 
(fig. 10.A.13). | 

Observații 

Centrul instantaneu de rotație și polul accelerațiilor nu coincid în mișcarea 
plană, deoarece un punct care are, 'în același moment, atît viteza cît şi 
accelerația nule este un punct fix, iar mișcarea plăcii ar fi o rotaţie propriu- 
zisă în jurul acestui punct. 

Perpendiculara dusă din J pe OJ întilneşte pe âp în A (fig. 10.4.12). 
Cum |OA | = 12! , rezultă că polul accelerațiilor se găsește în orice moment 

w 


pe cercul construit pe OA ca diametru la intersecția cu semidreapta OJ 
construită cu ajutorul unghiului 
lă| 


ọ = arc tgar 


Fig. 10.A.12 Fig. 10.A.13 
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10.B. APLICAȚII LA CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 
10.B.1. Se consideră două prisme A BC şi DEFG în mişcare de translație 


la care se cunosc a. CB = 2FG = 21. Prisma DEFG coboară pe verticală 


după legea s = ao, unde a, = constant. La t = 0 punctele A ṣi D alecelor 
două prisme coincid (fig. 10.B.1). Să se calculeze legea de mișcare a pris- 
mei ABC, valoarea vitezei sale în momentul cînd cealaltă prismă atinge 


planul orizontal. 
Rezolvare. Între deplasările corespunzătoare ale celor două prisme 
se poate scrie relaţia : 
| Sı = sctga = apti ctga. 
Prin derivări succesive, se poate scrie: 
v, = v ctg œ = Žad ctg a; 
a = A ctg a =,24a; ctg a. 
Drumul parcurs pe verticală de prisma DEFG pînă la planul orizontal 


este : 
s =ltg a, 


t 
i, = y=. 
Ga 


În momentul atingerii planului, viteza prismei ABC este 


üi = INITA ctg «. 

10.B.2. Se consideră mecanismul format din cinci bare articulate din 
figura 10.B.2, cu dimensiunile 0,4 = 0,B =r”, OC = 0,D = R, 0,0, = 
= AB = 070, = CD =}, unde >R. 

Cunoscîndu-se viteza unghiulară w = constant, a manivelei 0,4, să 
se calculeze și să se reprezinte grafic vitezele și accelerațiile punctelor A, B, 
C, D,M şi N. 

Rezolvare. Deoarece patrulaterele 0,4 BO, şi 0,CDO, rămîn tot 
timpul mișcării paralelograme cu laturile 0,0, şi 0.0, fixe, rezultă că 
barele AB şi CD au mişcări de translație. 


în timpul 


Fig. 10.B.1 
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ILa bara O,A se poate calcula 
v= 0r; a, = 0r. 
Datorită caracterului mişcării, rezultă : 
I, = 0, = Ip;  Ā, = ū, = ñp 


Bara O,C are aceeași viteză unghiulară 
cu 9,4, deci: 


ve =0R; aut, 


Ca şi la bara AB, se poate scrie şi la 
baa CD: Fig. 10.B.3 


To = Up =U; ; doc = dp =. 


10.B.3. Un cub rigid cu muchia Z se roteşte în jurul diagonalei OF (fig. 
10.B.3) cu viteza unghiulară œ = eg, unde e, = const. Să se calculeze 
viteza și accelerația la un moment dat a vîrfurilor B şi D ale cubului. 


Rezolvare. Expresia vitezei și accelerației unui punct al corpului 
este : 
I=o0X7; d=uxX7+oxXx(ox7). 
Se vor exprima vectorii din expresiile lui 5 şi d în raport cu sistemul 
de axe mobil Oxyz. 


Fa = +j); Folk. 


I,= EE (—i +1); 


da = — Že (V3 + ee) + = (V3 — pi + FE E; 


= a — + 3 IER, 
în = = (3 + eof)i — = (Y3 — soe) j — E. 
Observație. 
Mărimile vitezelor și accelerațiilor celor două puncte sînt egale deoarece 
ele se află la egală dista=tă f-tă de axa A. 


3 10.B.4 În mişcarea de rotație a discului unu polizor se ştie 


ă valoarea la un moment dat a unghiului la centru descris de la începu- 
tul mișcării este proporținală cu p uterea a doua a timpului. Să se calcu- 
leze viteza şi accelerația unui punct oarecare de pe periferia discului de 
rază R la momentul ż¿,, dacă după î, secunde de la începutul mişcării, 
discul are turația n, rot/min. ! 

Aplicație numerică: R = 7 cm, h = 2s, f =3 s, f = 540 rot/min. 


N 
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Rezolvare, Punind 0 = W, se obține w == Zh, 
La momentul ży turaţia fiind pp, rezultă: 


Si = 2hla, 


30 
De aici, 
604; . 


Legea mișcării discului este deci: 


() = a {42 
604, 


La momentul î, viteza punctului de la raza KR este: 


Runt Pe 
u = Ta = 2,64 m/s. 
2 


Accelerația punctului este : 


a, = ya, F az, = 2 004 F reni = 99,5 mjs. 
90042 

10.B.5. Un volant în mișcare de rotație față de o axă fixă are la un 
moment dat viteza unghiulară op. După N rotații făcute din acest moment, 
volantul se opreşte din cauza frecărilor din lagăre. Să se determine accele- 
rația unghiulară e a volantului, presupusă constantă, viteza și accelerația 
unui punct de pe cercul de rază R la jumătatea intervalului de timp pină 
la oprire. Aplicație numerică pentru R = 20 cm, wo = 27 s, N= 10 ro- 
taţii. 


Rezolvare. Legea de mișcare este: 


po 
0 = od — E şi w% = g — Et. 


Pentru î = f (oprire) o = 0 şi 0 = 27N. 
Rezolvînd sistemul celor două ecuații, rezultă : 


2 
o — Bega; h = — Ds. 
47N 10 Oo 


Mijlocului intervalului îi corespunde timpul 


t 
iniri 10 s, 


În acest moment viteza unghiulară a volantului este 


LA) = 
w =H sS i, 
2 


Viteza punctului respectiv în acest moment este 
Va = = R = 0,628 m/s. 
„ Acceleraţia punctului este | 


a = ai ai = = Are F 100m? = 1,96 m/sè. 
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10.B.6. În mişcarea elicoidală a unui solid rigid, 
an punet M situat la distanța h față de axa mișcării 
elicoidale are la un moment dat viteza d, înclinată 
cu unghiul a față de axă — |d| şi a fiind constante 
‘Ifig. 10.B.6). Să se găsească vectorii caracteristici Za, 
© şi accelerația punctului M. 


Rezolvare. Din distribuţia de viteze a miş- 
cării elicoidale 


rezultă 
i lOa| = v cos &; 
io X7] =oR =vsing 
De aici, al doilea vector caracteristic , Fig. 10.B.6 
__ Vsin a 
ral 


Expresia accelerației este 


unde 
Ry = Ti =; d =0. 
Deci, 
ā= 0 X (lo XT), 


iar mărimea a: 
vă sin? a 


R 


a = oR = 


10.B.7. Se dă un șurub cu diametrul exterior d şi pasul p care, plecind 
din repaus, are după ź, secunde turația n rot/min. Să se găsească expresiile 
lui p, ©, viteza și accelerația la momentul f, a unui punct de la periferia 
surubului, considerînd mișcarea uniform accelerată. 

Rezolvare. La momentul î, viteza unghiulară a şurubului este 


ThI 


30 


W = 


Din expresia vitezei unghiulare ca funcție de timp œ = sf, înlocuind œ 
Și é, rezultă; 


Deci, 


Din relaţia între vo şi œ la mișcarea de șurub 
vy P 


= = } 


(A) 27 
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se deduce 


n 
oj pri 
60%, 
De asemenea, 
(o sed Ph 
604 


Viteza unui punct de pe periferia şurubului la momentul 4 este: 


d 2 ni —— 
v = v? — Wl = — 2 redz. 
y Era dea 
Accelerația are valoarea : 


ga Vei di (žo) d [se] = 2ye p nd?) + = Dem. 


2 h 


10.B.8. O glisieră G, sub formă de pană cu unghiul planului înclinat 
« este acționată de o a doua glisieră G, pusă în mişcare de un șurub diferen- 
tial, avînd porțiunea filetată cu pasul f, pe dreapta, iar cea cu pasul ppe 
stînga (fig. 10.B.8). Se cere viteza de deplasare a glisierei G}, dacă mani- 
vela de antrenare este rotită cu n ture pe minut. 


Rezolvare. Viteza unghiulară a şurubului este: 


rn 


W = —: 


30 


“urubul are o mişcare de înaintare cu viteza : 


bbr, 
2r 60 


În raport cu şurubul, glisiera filetată G, se deplasează cu viteza : 


n 
n = o È = Pt. 
2r 60 


În raport cu cadrul fix, ea va avea viteza 


_ _ mpi di). 
Y= VF Va e 
Între deplasarea s a glisierei Ga şi 
deplasarea s' a glisierei G, se poate 
stabili relaţia (v. problema 10.B.1): 


st == S ctg a, 


Se obține viteza v’ a glisierei netile- 
tate G: 


v’ = n(fi + Ps) ctg a. 
60 
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10.B.9. În mişcarea unui solid cu un 
punct fix (fig. 10.B.9), unghiurile lui Euler 
au următoarele expresii funcție de timp: 


. aa d . N 
ọ = kt; A lant] teg 


Considerînd è şi C constante, să se deter- 
mine proiecția vitezei instantanee de rota- 
ție pe axele sistemului fix. Ce valoare tre- 
buie dată lui C, ca planul fix Ox's’ să fie 
axoida fixă? 


Fig. 10.B.9 


Rezolvare. În figura 10.B.9 au 
fost reprezentate axele sistemelor de axe 
fix (0'a'w'2), mobil (Oxyz), unghiurile lui Euler şi vitezele unghiulare 
corespunzătoare. 

Viteza instantanee de rotație are expresia : 


=+ +ő. 
Proiectind pe axele sistemului fix, se obține 
ox = ọ sin 9 sin Y + Ô cos V; 
wy = —ọ sin 0 cos p + Ô sin Ņ; 
op = | + ġ cos 8. 
Derivînd v, e şi 0 şi înlocuind, rezultă: 


Ox = pu cos (Chr) ; 


LE 


Op = AŽ sin (Chr) ; 
. 1 
oz = [C -+ A 


Dacă Ox'y' este axoidă fixă, rezultă wz = 0. Deci, 


EPER 
— 2 
10.B.10. O placă de forma unui triunghi dreptunghic, cu catetele OA = 
sai 43 (fig. 10.B.10), se mișcă faţă de punctul fix O, cateta OA rămi- 


nînd în planul orizontal. Se cunosc viteza de rotaţie a plăcii în jurul cateter 
OA, © = ©, și viteza de rotaţie a catetei în plan, co, = 2ov, unde oo = 
= constant. Ia momentul” inițial triunghiul este perpendicular pe plan. 

Să se calculeze expresiile vitezei şi accelerației instantanee de rotație 
a plăcii în raport cu triedrul mobil, viteza şi acceleraţia virfului B al triun- 
ghiului în momentul în care placa este perpendiculară pe plan. 


Rezolvare. Se alege un sistem de axe mobil, cu originea în O, 
conținînd placa în planul Oxz. Placa, fiind verticală la momentul inițial, 
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axele Ox, Ox' şi- linia no- 
durilor sînt suprapuse, Co- 

„respunzător datelor proble- 
2, unghiurile lui Euler 
sin 


V = ot = 2w; 
p = ot = od; 


ĝĵĝ =Z 
a 


„ Viteza instantanee de 
rotație este: 
o = 0 H o= vro 
Pe triedrul mobil, pro- 
lecțiile vitezei unghiulare 


Fig. 10.B.10 au expresiile : 


O, = 003 Sin Y = 2w Sin wt ; 


wy == O COS O = 2w p COS ot; 
0, = —ua = —9. 


Pentru cazul în care placa este verticală ọ = (2kR+1)—, cu cos ç = 0 


w|a 


și sin o = +1, după cum axele Ox şi 0z” coincid sau sînt de sens contrar. 
Viteza punctului B(7, = 2ci + ck) este: 


î J k 
ME EERE ET —00 E SE 1. 
2c 0 c 


Rezultă : 7, = 4wacj, cînd Ox este de același sens cu 0'z' și 7, = O, 
cînd Ox este de sens contrar lui O'z’ 
Acceleraţia instantanee de rotație este: 
PA) == OL -+ wa = wg 
Pentru derivare, se proiectează &, pe sistemul de referință fix: 
— . ici 3 
D = W Sin Vi! — W COS VW]; 
D: = 2w(cos Yi + sin 4j’) = 2w3p, 
? 
unde p este versorul liniei nodurilor (intersecţia planurilor vOv şi O'x’) 
Fe axele triedrului mobil proiecţiile lui mw sint: 


o, =. 2w cos p = 2al cos ag: 
O, = — 202 sin ọ = — 203 SIN wg $; 
ERS 
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_ Expresia lui d, este: 


| i j R 
2c (0) c 
se | ef Dag 0 — òo | = 22 ci + 4w? c(2 + 1)Ř. 


0 2we(+1+1) 0 
Rezultă accelerația : 
ă, = 2o2ci + 12w2ck; |ā,| = io a 
cînd axele Oxy și A z' sînt în același sens și 
= 2o3cî — 4o2ck, |ā,| = 2w2c4/5, 


cînd axa Ox este i sens contrar lui O'z’ 


10.B.11. Două roți solidare de raze R şi r (fig. 10.B.11) sînt antrenate 
simultan cu două cremaliere, imprimîndu-se punctelor A și B vitezele cunos- 
cute 1,0. Să se determine poziția centrului instantaneu de rotație, viteza 
unghiulară instantanee şi viteza centrului comun al celor două roți. 


Rezolvare. Se găsește poziția centrului instantaneu de rotație 
ținînd seama că distribuția de viteze față de acest punct este aceeași ca la 
mișcarea de rotaţie. 

Din asemănarea triunghiurilor formate, rezultă : 


enere. 
U: — Us 
Cu poziția lui Z determinată, rezultă : 


îi Ss i “ și vo = o0 = nR tvr, 
IB TP R+4+r 


10.B.12. Se consideră mecanismul din figura 10.B.12, format din barele 
O,A, AB, CD şi O,D avînd lungimile cunoscute. Să se determine, în poziția 
considerată, vitezele punctelor A, B, C, D şi viteza unghiulară a barei 
0D. 


Fig. 10.B.11 Fig. 10.B.12 
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Rezolvare. Bara O,A execută o mișcare de rotație. Viteza punc- 
tului A va fi: 5, = Quo. Bara AB are mişcare plan-paralelă, cu centrul 


instantaneu în Jy | 
Cunoscînd viteza punctului A, se poate deduce: 


0,4 1,B * Os 1C - 0,4 
Q =o pi Vo = da 
7 a Ld 4 ii 


Centrul instantaneu al mişcării barei CD se află în punctul Ţ2, în raport cu 
care se seric: 


Uo = ICa; Up == LDQ. 


“Pinînd seama de expresia lui ve de mai sus, se deduce : 


I,C ? O,A 3, IC T 0,A id I,D : 
n i pică ACADAL 102, cai. 
LA 26 DA ed 


În sfirsit, viteza œg va fi: 


Wo = = 
> OD ae NOD 


Le 


10.R.13. La mecanismul din figura 10.B.13, roata de rază r se rosto- 
goleşte fără alunecare pe periferia discului fix de rază R, fiind condusă 
de manivela OA. Pe periferia roții mobile este articulată biela BC de lun- 


gime Î. La momentul considerat, AB este perpendicular pe OA. Să se 
calculeze vitezele instantanee de rotație 


ale roții mobile şi bielei, vitezele puncte- 
lor B şi C. 


Rezolvare. Se poate determina 
imediat viteza punctului A: 


va =9(R +7). 


Determinîndu-se poziția centrelor in- 
stantanee de rotație J, şi Ią pentru roata 
mobilă și pentru bielă, cu ajutorul lui 7; 
se stabilesc sensul și mărimea celor două 
viteze unghiulare instantanee : 


ta, = Va = R+r A 
ld E TY 
De aici, 
Fig. 10.B.13 
v, = oi DB = W2(R # r) 
Şi 
Va a(R +”) 
Oa == i 


Utilizind 7, se poate găsi: 


n _ a(R + nr+ E). 
U, = ala M A N pa a 


Fig. 10.B.14 
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--10.B.14, În mişcarea plană a unei plăci se cunosc la un moment dat 
acceleraţiile a, = 3ay, dp = 24a, perpendiculare în același sens pe dreapta 
AB =l (fig. 10.B.14). Să se găsească polul acceleraţiilor J, viteza şi acce- 
lerația unghiulară a plăcii în momentul considerat, 


Rezolvare. Se poate scrie: 
ā, = ã, + õ X AB — AB. 
Deoarece ă, — ã, este coliniar cu & X AB, rezultă: 
(o)? AB =0. 


Cum AB # 0, rezultă că viteza instantanee de rotaţie a barei în momen- 
tul respectiv este w = 0 
Se poate calcula : 


. Ca — da ao 
(O) = 2 — ) 
l 


avînd sensul de pe figură. 
Pentru polul accelerațiilor, 


tgọ=Ħ%œ@ deci =? 


BJ=2=2, 
0) 
măsurat la dreapta punctului B. | 
Ca sens fizic, = 0 şi œ #0 poate corespunde momentului inițial al 
mișcării. 


10.B.15. O placă de formă triunghi echilateral cu latura. l, în mișcare 
plană, are la un moment dat accelerațiile cunoscute |ā,| = | 23| = ae 
dirijate ca în figura 10.B.15, a. Să se determine accelerația punctului C 
în momentul considerat. 


Rezolvare. Considerînd A originea sistemului de axe mobil, se poate 
scrie: 


A]: b) 


Fig. 10.B.15 
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„ Descompunind 2, — ā, după direcția 
perpendiculară pe AB şi de-a lungul 
“lui AB (fig. 10.B.15, b), se obțin com- 
ponentele tangenţială, respectiv, normală 
ale rR de rotație a lui B față 
de : | 


hd iar î X AB; dA sa AB. 


Din construcția grafică, rezultă: 


t i i A 
_ BA _ aN8 | apă 2 A __ Bas , 
Fig. 10.B.16 AB d i | 


Pentru găsirea polului accelerațiilor, se calculează : 


Say A 
i 
ET a a i 
J Jato 43 


Polul accelerațiilor este situat la intersecția bisectoarelor triunghiului 
echilateral. 


10.B.16. Manivela 0,0 = 2r se roteşte cu og = const. în jurul lui O, 
(fig. 10.B.16). Ea conduce în mișcare plană un disc de rază r care se 
rostogoleşte fără alunecare în interiorul suprafeței cilindrice de rază R = 
= 3r. Să se calculeze vitezele și acceleraţiile punctelor A şi B ale discului. 


Rezolvare. Centrul instantaneu de rotație în mișcarea discului este 
la punctul de tangenţă cu suprafața cilindrică. Deci: îi 


În raport cu I se pot calcula: 
v, = O0IA = 470; Vp = 0IB = Wro. 


Pentru determinarea accelerației, se stabileşte poziţia polului accelera- 
țiilor, cunoscînd : 
a = 2ro; o =0; tgọ=0. 


Deci, polul accelerațiilor J este situat în sensul lui d, la distanța: 


Considerînd distribuţia de acceleraţii față de J ca în mișcarea de rotație, 
rezultă; | | 


a, = 02]A =No; ap = 6t JB = 2A5roă- 


Li 
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Capitolul 11 
CINEMATICA MIȘCĂRII RELATIVE A PUNCTULUI 


11.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


11.,A.1. Datele problemei 


Mișcarea relativă şi mișcarea absolută a punctului au fost definite la Capi- 
tolul 10. 

Folosind aceleaşi notații, M(x, y, 2) este un punct oarecare al solidului 
(C) raportat la triedrul Oxyz solidar cu (C). 
„_ Poziţia triedrului Oxyz în raport cu triedrul fix 0'x"y'2" este determinată 
în orice moment cu ajutorul vectorilor : 7(£), (t), 7(£) şi k(t), funcțiuni date 
de timp. 

Mișcarea triedrului Oxyz şi a solidului (C) este caracterizată prin vectorii : 
lt) = rolt), (7) şi derivatele lor: (t), w(t). 

n mișcarea relativă a. punctului M(x, y, z) în raport cu Oxyz, poziția 
lui M este dată de 7 = xı + y] + zk, în care x(t), y(t) şi z(t) sînt funcții 
date de timp, iar t, 7, şi k sînt presupuse independente de timp. 

Deci, viteza relativă și accelerația relativă a punctului M față de triedrul 
Oxyz sint: 


I, = 2i + ýj+żk şi ā = i+ ïj + łk. (11.1) 


În mişcarea absolută a punctului M în raport cu triedrul fix O'x'y’z’, 
vectorul de poziție este dat, în momentul ż, prin relaţia: 


7! = 7 H7 = 7 4 i yi aR: (11.2) 


11.A.2. Necunoscutele problemei 


Fiind date, mișcarea relativă a punctului M în raport cu (C) şi mișcarea 
triedrului Oxyz, solidar cu (C), în raport cu triedrul fix O'x'y’z’, se cere mişca- 
rea absolută a punctului M în raport cu triedrul fix. 


Viteza absolută 5,, din momentul ż, a punctului mobil, dedusă din (11.2), 
prin derivare este; 


T, = Yo Hr = Do + Xi + yj ai + yj R, (11.3) 
5, = 7, +7, (11.3 bis) 
unde : 
J=ă+âx7 (11.4) 
este viteza de transport a mobilului, ca o consecinţă a mişcării solidului (C) 
în raport cu triedrul fix, Prin definiţie, viteza de transport ù, în momentul t, 
a punctului mobil, este egală cu viteza punctului, solidar cu (C), cu care în 
momentul considerat, mobilul coincide. 


p” N 
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y 
j 
P 


Accelerația absolută d, din momentul £, a punctului mobil, dedusă din 
(11,3) este: | | 


în À e e RE mi i 
da = Boot ij he zh ke RI 3] A E hr 20 +57 + 2, (11.8) 
| a, = å, 4 A, 4- d, (11.5 bis) 


unde : 
h.d tix taxx (11.6) 


este accelerația de transport a mobilului, Prin definiție : accelerația de trans- 
port ă, din momentul i, a punciului mobil este egală cu accelerația punctum- 
lui solidar cu (C), cu care în momentul considerat, mobilul coincide. 
Accelerația Coriolis ă, sau acceleraţia complementară se exprimă vecto- 
rial prin: 
ă, = 20 X 5,; (11.7) 


se anulează în următoarele cazuri: 
© = 0 sau 7, = 0 sau 3, paralel cu &. 


Observație 
Expresia vectorială a accelerației absolute este: 


d =å + 0 XF +0 XxX (5 XF) +i, +w xT, (11.8) 


11.B. APLICAȚII LA CINEMATICA MIŞCĂRII RELATIVE A PUNCTULUI 


11.B.1. O barcă se deplasează într-un rîu cu vitaza constantă v, în 


raport cu apa. Viteza curentului apei vą este constantă pe toată lățimea 


l a rîului. 
Să se determine : 
— viteza absolută a bărcii; 
— în ce direcție trebuie să se traverseze riul pentru ca pornind din A 


„să se atingă malul opus în B (fig. 11.B.1); 


— în ce direcție trebuie să se traverseze rîul, pentru ca timpul de 
traversare să fie minim. 


Rezolvare. Viteza relativă a bărcii în raport cu apa: v, =V, 
Viteza de transport este viteza curentului apel:v, = və- 


Viteza absolută este : |,| = yv? + v3 + 2v w cos a, unde s-a notat cu æ 
unghiul dintre viteza relativă și mal, iar cu 6 unghiul dintre viteza abso- 
lută şi mal. 


Proiectînd v, şi v, pe direcția AB se obține: 


y; Sin a = v, Sin 6, 


de unde 
A v, Sin a 
sin A =———.: 
Va 
Înlocuind pe va: 
v, sin æ 


sin b = -p 
i Avi + va + 2u, COS a 
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Dacă «a=0=f=—0, rezultă că 
Va = Vita (barca merge în același sens cu curentul). 

Pentru «= z = B = 0° sau 180°, rezultă că 
va = |v, — v| (v fiind împotriva curentului, barca se va deplasa cu v, în 
sensul vitezei mai mari dintre v, și v,). 

Pentru ca barca, pornind din A, să ajungă în B trebuie ca: 


p = = sin B= 1, 
deci : 
vı Sit & = NE + v$ + 2v cos g. 
Ridicînd la pătrat şi grupînd, se obține: 
vi cos? a + dv, cos « + v? = 0, 
de unde : 


v . 
cos æ = —— şi v, = 4v — 2. 


vı 


Cosinusul fiind negativ, « >, iar barca poate ajunge în B numai 
2 


dacă v, > va 
Timpul de traversare a rîului este: 


Va sin Bva v, sin a 


Timpul minim se obține pentru: 


naz => 


iar unghiul ß: 


e 11.B.2. Un disc de rază R se roteşte cu viteza unghiulară constantă 
© în jurul unei axe perpendiculare în centrul O pe planul său. Pe periferia 
discului se deplasează un punct M cu viteza u constantă în modul. Să se 
determine viteza absolută şi accelerația absolută a punctului M, la un 
moment dat (fig. 11.B,2), 


Rezolvare, Viteza relativă: v, = u. 


Discul avind o mișcare de rotaţie, viteza de 
transport a punctului M este: 


Viteza absolută : 


3, |] = look — u]. Fig. 11.B.2 
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Acceleraţia relativă a punctului are componentele : 
a,, = ù = 0, deoarece |4| este constant, 


u? 
a = îm. , 


; : i R 
Accelerația de transport are componentele: 
Au = QR = 0 deoarece wg este constant, 
ân = OR. 


Accelerația Coriolis are direcția şi sensul determinate de produsul vec- 
torial ă, = 28 X 7, (fig. 11.B.2), iar modulul: 


|ă,| = 2w% sin 90°. 
Accelerația absolută este: 


P u? 
KA n | apn F am — a | = z t R — Zoo P 


V/ 11.B.3. Un tub se roteşte în jurul unei axe verticale cu viteza unghiulară 


— 2. Tubul este înclinat cu un unghi de 30°, invariabil, față de axă 
(fig. 11.B.3, a). 
Un punct mobil M se deplasează în interiorul tubului de la O spre A 
cu viteza 4 constantă. Să se determine viteza şi accelerația absolută a 


punctului mobil M la un moment dat. 


Rezolvare. Mișcarea relativă a punctului M este rectilinie, cu viteza 
relativă v, = u constantă, avînd direcţia barei. 

Bara OA avînd o mişcare de rotaţie în jurul axei 0'0, viteza de trans- 
port a punctului M are direcția tangentei la cercul de rază O'M, sensul 


Fig. 11.B.3 
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dat de o, iar modulul : v, : j 

K l tu =w OM; dar O'M = 0 i 

= i M = OM sin 30°, i d 

= s$, =, drumul parcurs în mişcarea relativă de mobilat M n a a 
| i Li 


deci 


"teza absolută a punctuli li ia şi 

y a £ č anctului M va avea direcția şi n 
An paie ÎL, : ir ia Și sensul rezultate di 
compunerea vectorilor ð, şi J, (fig. 11.B.3, a), iar modulul: te d 


EA jers NOE -|- pă = t NI. 


Acceleraţia relativă a punctului 4, = ù, == 0. 
Acceleraţia de transport a punctului M are componentele : 
Au = &0'M, 
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t — ÒD jì 237 __ ut v : 
cum œ = 2, iar O'M = S rezultă : a, = Ul, Și au = 00'M = 2ut?, 


AND j 3 i : H H ed 
Acceleraps Coriolis are direcția și sensul dat de produsul vectorial &, 
— 28 x ọ, (fig. 11.B.3, b), iar modulul: , 
lā | = 2 - 2ut sin 150° = 2ut. 


Accelerația absolută rezultă din compunerea vectorilor îi am și a, (fig- 


11.B.3, b), avînd modulul: 


a, | = Aa Pa PF = ut NS + 4. 
11.B.4. Se dă mecanismul din figura 11.B.4, a, format din trei bare 
“articulate, în plan: 04 = AB = BC = OC =l. Bara OA are o mişcare 
de rotaţie cu viteza unghiulară wo constantă, în jurul unei axe perpendi- j 
culare în O pe planul mecanismului, O fiind o articulație fixă. ' 
Pe bara AB se deplasează un punct mobil M după legea AM = = 


ial bara OA ocupă poziţia OC, iar punctul M se află 


a 


În momentul inip | 
în A. Să se determine viteza Și acceleraţia absolută a punctului M la un 


moment dat. 

Rezolvare. Viteza relativă a punctului M are direcţia barei AM : 
2 w 
È rezultă: v, = t. 


v, = $, ; dar cum s =4M=7' 


Fig. 1LBA 
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| Bara AB are o mişcare de translație circulară, viteza de transport d: 
punctului M fiind egală cu viteza punctului A: | a 


V = Va = Ooh, 
unde v, este perpendiculară pe OA, în sensul dat de wọ (fig. 11.B.4, a). 


__ Viteza absolută a punctului M rezultă din compunerea lui 7, și 7, (fig. 
11.B.4, a), modulul fiind: 


EAE — NE + v? + 2v,v, cos (90 + 0) = NE + al? — Zoo sin Öd. 


În figura 11.B.4, b s-a construit compunerea accelerațiilor. 

Accelerația relativă a, = ù, = 1. | 

Accelerația de transport a punctului M este egală cu accelerația punc- 
tului A, mişcarea barei AB fiindşde translație; punctul A are numai 
accelerație normală, wọ fiind constant: 


tei paan 2 
4, = Apa = Oe 


Accelerația Coriolis : d, = 20 X 7, = 0, bara AB avînd o mişcare de 
translație (e = 0). 
Accelerația absolută este: 


lā.| = \l@ + a2 + 2a,a, cos (180 — 6) = yi -+ o4]? — 253] COS wo. 


11.B.5. Un cerc de rază R se roteşte cu viteza unghiulară constantă 
©, = cp în jurul unci axe orizontale, conținută în planul cercului și situată 
la distanța 2R de centrul C al acestuia (fig. 11.B.5, a). Un punct se 
deplasează pe circumferința cercului de rază R, avînd o mişcare circulară 
cu viteza unghiulară op = 2w constantă. 

Să se determine vitezele şi acceleraţiile absolute ale mobilului punctual 
în poziţiile A, B și D. 


Rezolvare. În mişcarea relativă pe cercul de rază R cu ou = 2ooi 


vitezele liniare ale mobilului punctual sînt egale în modul pentru cele tre, 
poziţii, direcţiile și sensurile acestora fiind indicate în figura 11.B.5, a: 


[Da] GF | U,z | aF (Tl = Orf =a 2wR. 


E (110z) 
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Vitezele de transport ale punctelor A, B şi D ale cercului sint date 
de mişcarea de rotaţie a acestuia cu o, = wo: 


Tăul ip =o2R=o02R; del = o 3R = o. 


Vitezele absolute ale mobilului punctual se obțin prin compunerea 
vectorilor 3, şi J, pentru fiecare poziție (fig. 11.B.5, a): 


(Daal = No Fo =2 N2o2R'; 
| Dan | = Nv2s + Vs = AJ I30&R ; 
[Jas] = No F v = 2A/2o3R. 
Acceleraţiile relative ale mobilului punctual au numai componente 


normale, Op, = 2% fiind constant, și sînt egale în modul pentru cele trei 
poziții, direcțiile și sensurile acestora fiind reprezentate în figura 11.5.5, 8: 


|l = | õ,z | = || = Gigit => of R. 


Accelerațiile de transport ale punctelor A, B şi D ale cercului au de 
asemenea numai componente normale, e, = cp fiind constant: 


lă,| = |a| = 022R = 032R; ` |l = oz3R = w23R. 


Acceleraţiile Coriolis sînt egale în modul pentru poziţiile A şi D, direcțiile 
şi sensurile fiind reprezentate în figura 11.B.5, b, ca rezultat al produsului 
vectorial â, = 20 X 7, : 


úi "s . T 
|ua l = || = 25 920 9hR A = 403R. 


Pentru poziţia B, rezultă : 
| As = 2w + POR sin x = U, 


Acceleraţiile absolute ale mobilului punctual se obțin prin compunerea 
r a d, d, şi d, pentru fiecare poziție (fig. 11.B.5, b), modulele lor 
iind : i 


| aa | = Nara F ia + aia = boR, 
] das | = A,g -+ Ca = 7o2R, 


| an| = NOA -P aty + Al = Go2R, 
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12.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


12.A.1. Generalități | 
În plus față de cinematică, în dinamica punctului material apar: 
„Masa punctului material (m), masă inerlă sau masă gravifică, inde- 
pendentă de mişcare (viteză), constantă sau variabilă: 


m = m(?), în cazul rachetelor etc. 


Forţa este o caracteristică instantanee a procesului complex de inter- 
acțiune, cauza modificării mișcării mecanice (adică a accelerației punctului 
materia!) și care face legătura dintre această formă și alte forme nemecanice 
de mișcare. 


Observaţie 


Un sistem material oarecare poate să acţioneze un punct material. 
În dinamica punctului material se va reprezenta această acțiune printr-o 
forță fără a se lua în considerare și reacţiunea punctului material asupra 
sistemului!. ; 
Natura fizică a forței se poate reflecta uneori în expresia matematică 
a ei. După natura interacțiunii în expresia forței apar relații între mase, 
distanțe, unghiuri, timp, viteze etc. Astfel: 
“Greutatea unui corp la suprafața Pămîntului este o forță constantă în 
direcţie, sens şi modul (Fo). 
Forţa de atracție newloniană este funcție de mase şi de distanțe: 
mM ' 
f —— E 4 . 
y? , ' 
Rezistența unui mediu la mișcarea unui solid, depinde de viteză și de 
alte caracteristici ale mediului și ale suprafeţei de contact: R = kf (9). 
Forțele electromagnetice depind între altele şi de timp : F = F(ċ). 


Forţele elastice depind de deformarea sistemului elastic care acționează 
şi au, potrivit legii lui Hooke, expresii de forma: 


F= Kr; IC, 


Atenţie. Constanta K nu este aceeași în expresiile precedente. 
Expresia generală a forței care acționează punctul material se poate 
„pune sub forma: F = F(t, 7, 7). 


1 Se știe că principiul egalității acţiunii şi reacţiunii nu e valabil pentru orice forme 
„de interacțiuni ale sistemelor materiale, 
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12.A.2. Problemele generale ale dinamicii punctului material liber 


a) Problema directă. Cunoscîndu-se mişcarea punctului material liber, 
de masă constantă dată, să se determine rezultanta forțelor care acționează 


punctul. 
Date : m, Tr), 


Răspuns: F=mr(b. 


Soluţia, deşi este unică din punct de vedere matematic, nu dă nici o 
indicație asupra naturii fizice a rezultantei, ceea ce este evident deoarece 
o acceeași expresie matematică poate corespunde la mai multe fenomene 
fizice. 

b) Problema inversă.. Cunoscîndu-se forțele care acționează, punctul 
material liber, de masă constantă dată, să se determine mișcarea. 


Date : m, E = FU, 7, 7) forţa rezultantă. 
Răspuns: Mişcarea se determină integrînd 
ecuația diferențială vectorială de 
ordinul IL: 
mr — FU, 7, 7) =0, (12.1) 
necunoscută fiind : 
7 = T(t), 
sau prin integrarea sistemului de ecuații diferențiale scalare : 
m — K(i tý, $, 2, y, 2) =0; mý — Y(l' z Ý, 2, x, y, z) =0; 
mz — Z(t, &, 9, 2, x, y, 2)=0 (12.2) 


necunoscutele sînt : 


x = x(t); y= y(t); z= z(t), 
coordonatele carteziene ale punctului material mobil. 


12.A.3. Integrala generală a ecuațiilor diferențiale 


Dacă sînt îndeplinite condițiile teoriei ecuațiilor diferențiale din (12.1) 
se poate ajunge la: 


E Fi Ce Gah: | (12.3) 


- 


iar din (12.2), la: 
x = X(E, Cu Ciz Cig Con Cogs Caa) V = Fl Cuita Ca); 
| pG ei Cale (12.4) 


în care (12.3), respectiv (12.4) reprezintă integrala generală a mişcării, iar 
Ci Ca respectiv Cir Ciz -::, Coa sînt constantele de integrare. 

Deoarece integrala generală, sub forma (12.3), respectiv sub forma 
(12.4), verifică ecuaţia (12.1), respectiv ecuaţiile (12.2), indiierent care ar 
îi valorile constantelor de integrare, înseamnă că mișcarea unui punct 
material sub acțiunea unei anumite forțe date se poate produce într-o inti- 
nitate de moduri. 
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Pentru ca mișcarea punctului material să fie univocă se consideră 
că în momentul î = 0 punctul material trece prin poziția Mo(7o), respec- 
tiv Mo(xo, Yo Zo) cu viteza dp, respectiv (£)e (Vo, (Ż)o, adică: 


Fa = 70, Co Ca) şi Do = FO, Cu Ca) (12.5) 
sau f i 
Xo = X(0, Cin ». -s Caz); (4)o = X (0, Civ ..., Ca); 
Yo = y(0, Civ ..:, Cao); (J)o = Y(0, Cis -.., Coa); (12.6) 
Zo = 2(0, Cin ». +» Caz); (ż)o = ż(0, Diy snis Gag): 


Deci, pentru ecuația diferențială vectorială (12.1) condițiile inițiale ale 
mişcării (12.5) sînt condiții de unicitate ale soluției. În mod corespunzător 
pentru sistemul de ecuaţii diferențiale scalare (12.2), condiţiile inițiale 
(12.6) fac ca soluția să fie unică. 

În teoria ecuaţiilor diferențiale se pun şi condiții pentru existenţa soluției, 
însă, în problemele fizicii, ale mecanicii, nu se pun asemenea condiții deoarece 
așa după cum se poate constata din analiza de la punctul 1, expresiile mate- 
matice ale forțelor considerate reflectă natura fizică a fenomenelor care le 
produc. Sin! forje reale şi nu funcțiuni matematice arbitrare. 


12.A.4. Ecuaţii diferenţiale în alte sisteme de referinţe 


In raport cu tredrul natural (Frenet). Raportarea la axele triedrului 
natural a ecuației vectoriale (12.1) dă ecuaţiile: 


mă — F, =0, m —F,=0 şi 0—F,=0, 


unde F, F, F, sînt scalarii proiecțiilor forței F pe axele triedrului, iar 
celelalte notații sînt cunoscute de la cinematica punctului (Cap. 9). 

In coordonate cilindrice, compuse din coordonate polare (r, 0) în plan 
şi axa Oz pentru spaţiu (fig. 12.A.1), ecuaţiile diferențiale ale mișcării 
sînt : 


m(7 — 792) — F, =0; m (d) —F,=0 
r di 
ȘI 
mz — Z =0, 
mre 


în care F, și F, sînt scalarii proiecției 
forței rezultante F, aplicată punctului 
M de masă m, pe axele determinate 
de O şi versorii p și v, iar Z = F, este 
scalarul proiecției acestei forțe pe 
axa Oz. 


li 


12.A.5. Mişcarea punctului | | 
material pe o curbă dată 


Dacă legătura este reonomă, ecua- 
ţia vectorială a curbei se poate ex- 
prima prin: 7 = 7(s, £), în care s, este 


ATA 
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un parametru scalar, iar ż, timpul. Parametrul s poate fi și coordonata 
curbilinie a punctului mobil M în raport cu originea arcelor. În cazul 
unei legături scleronome, ecuația nu depinde în mod explicit de timpul ź, 
adică 7 = 7(s). Pentru determinarea mișcării punctului este necesar să 
se exprime şi ecuația s = s(t). | 

Datele problemei, pentru o legătură scleronomă, sînt: ecuația curbei : 
7 = 7(s), rezultanta forțelor date F şi condiţiile inițiale: la : = 0, 7=7e 
și d = Tp evident dp este tangentă în Mo(7o) la curba dată. 

Necunoscutele problemei sînt : legea mișcării s = s(£) şi forța de legătură 
R care uneori, după natura legăturii, se poate exprima ca rezultanta com- 
ponentei normale N şi a celei tangenţiale T. 

Ecuația vectorială a mişcării punctului material eliberat de legătură 
este : 


m —F—N-—T=0. (12.7) 


Prin raportarea, ecuației (12.7) la axele sistemului de referinţă se obțin 
ecuaţiile scalare,_ mult mai comode pentru rezolvarea problemei. | 

Astfel, dacă T este o forță rezistentă (de exemplu, dacă este datorită 
frecării) şi se proiectează pe axele triedrului natural (Frenet) se obțin 
ecuațiile scalare ale problemei: 


mb —F,+T=0; mt F,—N,=0; 0—F,—N,=0. 


În ipoteza neglijării forțelor de legătură tangențiale (de exemplu, în 
cazul legăturilor ideale), ecuațiile devin: 
mu? 


mo —F,=0; li dm ai: F,+ N, =0. 


Observație 
După determinarea mișcării cu ajutorul primei ecuații, celelalte permit 
determinarea reacţiunii (normale) cu componentele : 


2 
N= e ; N, = ~F, 
De aici reiese că reacțiunile în dinamică, dacă legătura este după o curbă 
şi nu după o linie dreaptă (= = 0) „ sînt diferite de cele din statică 
v =Q). | 


12.A.6. Mișcarea punctului material pe o suprafață dată 
Se va considera cazul legăturii olonome!, scleronome, bilaterale şi ideale 
cu suprafața de ecuaţie: 
Tla, y; 9 =0, (12.8) 
Forţa de legătură fiind normală la suprafaţă, ecuaţia vectorială a mișcării 
punctului este : 
mi — F — à grad f=0. (12.9) 


A. DI O Se 
1 Se numește neolonomă legătura cu o suprafaţă în a cărei ecuaţie apar explicit şi 
x, 3, 3, de exemplu: f(x, J, 2, x, y, mo. 
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Raportată la axele triedrului fix Oxyz, se traduce pro sisteinul Me 
ecuații : ha 


N E ĉ , öf 
m — X — A = 3 Fr Prin = : 
% FF m — Y À N 0; 
af În în 
— Z — A A 
mz A =0 pe (12.10) 


Eliminînd parametrul à între ecuațiile (12.10), se obțin editie: 


í 


ia 


pr 0y & 


care împreună cu (12.8) sînt suficiente pentru determinarea mișcării, adică 


pe x(t), (7), 2(7). 
O dată mișcarea cunoscută din (12.11) se deduce >. şi astfel şi forța de legă- 
tură. 


Observație 
| Rezolvarea unor asemenea probleme de dinamică este mult ip ifiea ţa 
prin folosirea teoremelor generale. 


Unele aplicaţii clasice 


1. Punct material liber acționat de o forță constantă 
a) Date:m, F, şi condițiile inițiale Mo(7o) ṣi Jọ la t = 0. 
Ecuația diferenjială : 


.. 
— 


my —Fo=0 sau 7= 


g | 


= do 


adică problema s-a redus la mişcarea punctului cu. acceleraţie constantă 
în direcţie, sens și modul (să. „Cinematica punctului). 


Integrala generală : 7 = do = d se Çit + Ca. 


. wh orga - do 
Ecuația mişcării: Ș = = ron T + Fo- 


b) Conrluzii generale. ETT este plană, în planul determinat de 
vectorii J şi aa din M, (fig. 12.A.2). 

Traiectoria este o parabolă avînd axa paralelă cu do. 

Caz particular: F = mg, mișcarea punctului material în vid la gypa- 
fața Pămîntu lui. 


2. Punct material liber acționat de o forță centrală 


a) Date: m masa punctului material, O centrul fix, F = fọ, p, versorul 
cu originea în O care determină în orice moment direcția forței, f, o furcpie 
scalară oarecare. Dacă f este negativă, forța F este dirijată spre 0, care 
este centru alrackiv ; dacă f este pozitivă, centrul O este repulsiv. Pentru 
a studia mișcarea mai trebuie date expresia funcției f şi condiţiile iniţ-ale, 
“adică Fo dp, a la t= 0 (fig. 12.A.3). 

Ecuația diferenţială a mișcării este: 


mi fă 0 S (0212) 


n 006, 
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Fig. 12.A.2 Fig. 12.4.3 


b) Concluzii generale, Traiectoria este plană, în planul determinat de 
vectorii 79 ȘI Vo 
Viteza areolară a razei OM este constantă : 


O = L (Fy x în) = 


» Jol 


c) Problema este continuată în Cap. 13 (Forțe centrale). 
3. Punct material acționat de o forță elastică 


a) Date : m, masa punctului material ; O, originea sistemului de referință 
cartezian fix Oxyz, F = — K7, forța elastică, K > 0, constanta elastică, 
în N/m, 7, vectorul de poziție al punctului mobil M, iar 7, Jo şi a sint con- 
dițiile inițiale, la £= 0. 


Ecuația diferențială este: 
my + K7=0 sau F7-4+-ouf= 0, 
unde 
2 E. 


m 


(d) 


— 


Integrala generală. este: 
FU, cos ut, sin ol 
Ecuația mișcării : 


E = Yo - 
Y = U cos wt + — sin wt. 
(e>) 


~ b) Concluzii generale. Deoarece f= — K |r], forța elastică se poate 
exprima ca un caz particular al forței centrale F = fp. În consecință, ea 
este uneori denumită forță cvasi-centrală, poziția O de repaus fiind consi- 
derată ca şi cum ar fi centrul atractiv. 


Traiectoria este o curbă plană cu centrul în O, de gen elipsă, iar viteza 
areolară a razei OM este constantă. 


i | d caii ali : E = m 
Mișcarea este periodică cu perioada T = Æ = 2x y? : 
i (A) 
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c) Cazuri particulare : 


x să AR a K a 
dacă xa == + T Vo == Wro = Fo ES traiectoria este un cere de 
rază r; 
dacă vo =0 traiectoria este o dreaptă Ox, iar ecuația mişcării 


w 
r 


oscilatorie armonică : 
X = Fo COs ul; 


dacă vo + 0, iar Xa = 0 sau m, traiectoria este tot axa Ox, mişcarea 
tot oscilatorie armonică dar defazată față de prima şi cu amplitudine 
diferită : 


: 2 
= Vii cos ur to; tepe. 
(0) 


Toto 


d) Studiul este continuat în Cap. 24 (Vibratii mecanice). 


12.B. APLICAŢII LA DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


„12.B.1. Un punct de masă m se mişcă sub acțiunea unei forțe con- 
stante F, coliniară cu viteza inițială a punctului Jọ. Să se determine 
timpul şi drumul parcurs de punct pînă în momentul cînd are viteza v. 


Rezolvare. Mișcarea va fi rectilinie, cu condiţiile inițiale : £ = O, 
X=0, = wo. Integrînd ecuația fundamentală a dinamicii më =F şi 
tinind seama de condiţiile inițiale, rezultă: 


F F 
e Apă alia o] v = ţ = —Í +v, 
si i m m 
şi datele cerute: 
~ m m(v? — v2) 
t = — (v — v); =. 
g1 0) se 


12.B.2. Un ascensor de greutate G are o mișcare uniform variată cu 
accelerația a. Să se determine tensiunea T din cablul ascensorului, cînd 
acesta coboară, 


Rezolvare. Scriind ecuația fundamentală a dinamicii pe direcția 
de mișcare a ascensorului se obţine: 


G G 
—a=G-—T; (n ==). 
E 8 
Deci; 
a 
T=G | [= =) 
g 
12.B.3. Ştiind că un punct avînd masa m = 2 kg are o mișcare recti- 
linie oscilatorie armonică după legea x = A cos œt, unde A = 12 cm, iar 
œw = 14 sl, să se determine forța F sub acțiunea căreia se mișcă punc- 


tul. 
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Rezolvare. Scriind ecuaţia de mişcare: 


mă =F, 
se obține: 
F = —motai = —Fe cos wti, 
unde : 


Fo = mo x 47 N. 


12.B.4. Un corp este lansat de la suprafața Pămîntului cu viteza iniţială 
Yo, pe verticală in sus. Să se studieze mișcarea corpului ținînd seama de 
forța de atracție newtoniană a Pămîntului. 


Rezol vare. Forța de atracție, alegînd ca axă Ox verticala lui v, 
cu originea O în centrul Pămîntului, poate fi scrisă: 


mM = R? = 
F = -k = -2 
4? z3 
i x æ m á d a 
Din ecuația mă = — < , deoarece & =v , rezultă: 


x dx 
v? = 9 + 2ZgR| za 1). 


În continuare, dacă v > 2gR, se obține: 


1 723 o.p.s 1 0 apa [7 va | 
= AR [v (o — 2gR)a* + 2gR°x— (Rvo)? — 

ÎN 7. i (ars ch (00 — 208) +68 _ arg Romă ] 
v? — 2Rg gR? gR 


Corpul nu se va opri niciodată, părăsind sfera de atracție a Pămîntului. 


Valoarea acestei viteze este 11,18 km/s. 
Dacă v2? < 2gR, viteza se anulează într-un punct 4, avînd 
—_ gR 


Pe 
2gR — vw 


Legea de mişcare va fi: 
t =} y [ze — R) — yx(x%, — x) + z [are sin =i o 
& . 1 
. 2R— 7 
— arc sins) : 
A 


12.B.5. Un punct fix O atrage punctul A de masă m cu o forţă F = 
= ka", unde x =O0A, iar k un coeficient constant. Punctul A pornește 
în momentul iniţial de la OA, = xp, cu viteza nulă. Să se studieze mişcarea 
punctului de la As la O, determinindu-se timpul după care ajunge și 
viteza cu care sosește mobilul în punctul O. 

Rezolvare. Proiectînd pe axa Ox (dreapta 0A,) ecuaţia fundamen- 
tală a dinamicii, se obține: 

mě = — kz", 


D ooN 
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şi deoarece i = p = I 2 T de pa obține : 
d dx d dx 
= vdu = —x"dx. 
Integrind, se obține: 
dx 2h 
De So m nn | i (Ii a i e O i m 
z=- V a ma. 
Printr-o nouă integrare rezultă viteza și timpul în punctul O: 
iii Fe 
= (n + 1)m \ dx A 
sea i E A) 
2kagti 
vu = — ——— i; (n> -—-1). 
A y (n + 1)m ( i ) 


12.B.6. Un punct material de masă m este aruncat cu viteza Vvo în- 
dreptată sub un unghi « față de orizontală (fig. 12.B.6). 


Să se studieze mișcarea punctului neglijînd rezistența aerului. Se vor 
determina : 


a) ecuațiile parametrice ale mișcării, traiectoria, înălțimea maximă, 
bătaia, viteza de cădere și unghiul de cădere; 

b) domeniul punctelor care pot fi atinse de punctul lansat cu viteza 
Vvo îndreptată sub un unghi « variabil, neglijindu-se rezistența aerului. 


Rezolvare. a) Ecuația de mișcare este: 7 = +mẸ, sau proiectînd 


mă =0 şi m = —mg. 
Ținind seama de condiţiile inițiale /=0; x=0; v=0, č = vucosa 
ŞI Y = vsin g; 
integrînd se obține: 
X = Vocosa; X = vÉ cos g; 
S se . E A gle i a -4 
y = —gt + vosin g; y = — = -m Vol Sin g. 


Pentru ecuația traiectoriei 
se elimină parametrul ¿ varia- 
bil şi se obține parabola: 


„2 
y = x tg æ — Č (1 + tg?a), 
2v9 


pentru y’ = 0, deci: 


vo Sin « 
=., g 


h = 
a 


[=] 
se obține înălțimea : 
vasin? a 


Fig. 12.B.6 2g 
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Bătaia L se obține observind că y = 0 şi deci: 
vå sin Za d 
g 


Se observă că timpul de ridicare este egal cu timpul de cădere. 
Pentru viteza de cădere se introduce în 4 și ý valoarea £ = t, şi se 


obține : 


i 2u sin æ ia 
a t, =; rezultă: L = 
g 


& = vocosa şi ý = —7Ū Sin a, 


deci : Vina! = Vo 
Unghiul de cădere este dat de relația tgf = Zoan —tg æ, deci: 
ž 


B = 180 — a. 
b) Domeniul cerut este determinat de înfăşurătoarea familiei de traiec- 


torii care au acelaşi vo şi parametrul a variabil, care se obține eliminînd 
parametrul variabil œ între ecuaţia traiectoriei şi a derivatei traiectoriei 
în raport cu parametrul variabil. 

Se notează tg «a =? şi se poate scrie: 


y= Ša = (1 + 23) + XÀ. 


2 
Vo 


i 3 
wa) nra 
Vo 


Se elimină A şi se obține o parabolă care poartă numele de parabolă de 

siguranță : 
gx? v 

2v? 2g 

Această parabolă de siguranță cuprinde bătaia maximă şi înălțimea maximă. 

ă vo şi unghiul sub care trebuie 

lovi normal la înălțimea DC = 

distanța OD = 2h. Se neglijează 


12.B.7. Să se determine viteza inițial 
lansată o minge din punctul O pentru a 
=h un perete vertical CD situat la 


rezistența aerului (fig. 12.B.7). 
Rezolvare. Mingea va parcurge jumătate din parabolă între O 
şi C. Din ecuația cunoscută se obține deci: 


2an O 2 oin? 
j Vo SIN 2a , Vo SIU A 
Xe -— 2h i Si. Y = h adi: "iei, 
P- ka 


de unde rezultă: 
Vo = 24lhg; g = 45°. 


deasupra orizontalei trebuie 


12.B.8. Să se determine sub ce unghi a luat : 
atingă dreapta (4) în timp 


aruncat din O un punct greu, astfel încît el să 
minim (fig. 12.B.8). 


Rezolvare. Ecuațiile parametrice ale traiectoriei sint : 


1 
x = Val COS a; y = v sin a — > gt. 


p” s 
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<aS| 


JAR 
EARNAN 
E s it A 
| Fig. 12.B.7 Fig. 12.B.8 
„Pentru a afla timpul după care punctul ajunge în A, se pune condiția 
ca traiectoria să întîlnească dreapta (d) care are ecuaţia : 
y=h—ztgB. 
Se obține ecuația : 
F(x, t) = gt? — 2vo(sin « + cos a tg B)t + 2h = 0 
şi condiția de minim : 
QF 
ða 


din care tg atg ß = 1, sau æ + 8 = 90°. E 
Deci, punctul trebuie aruncat cu Ü, perpendiculară pe dreapta (4). 


= 2v(cos a — sin «tg B) = 0, 


12.B.9. Un punct material greu de masă m este aruncat cu viteza 
inițială J, sub unghiul a în sus față de orizontală. Să se studieze mişcarea 
punctului, considerînd rezistența aerului proporțională cu viteza R = —h7. 


Rezolvare. Ecuația mișcării devine: 
.. h z 
r +r =ë. 
m 


Integrînd (se observă că 7, = r este o soluție particulară) se obține : 


h 
-= mf mE =i mg 
7 = =|, — — | l—e ” ——t; 
iu | + 


mg 
h 
Traiectoria, care este o curbă verticală, are o asimptotă verticală : 


mMVo COS x 


h 


Mişcarea tinde, pentru / — co, spre o mişcare uniformă rectilinie cu viteza 
limită (verticală descendentă) | 


PP Și 
i h 
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12.B.10. Un punct material greu A 
de masă m este aruncat pe verticală în 
sus cu viteza vo. Știind că rezietența 
aerului este proporțională cu pătratul 
vitezei (R = hv?), să se studieze miş- 
carea acestui punct. ` 


Rezolvare: În mişcarea ascen- 
dentă asupra punctului acționează greu- 
tatea proprie mg și rezistența aerului 
dirijate în Jos. Alegînd drept sistem de 
referință jverticala punctului de lansare 
cu originea pe sol şi reprezentînd forțele 
(fig. 12.B.10, a), ecuația de mișcare 
va fi: 

mà = —mg — m. 


Folosim notația : 
2: (a) Fig. 12.B.10 


v fiind o viteză constantă a cărei semnificație va rezulta ulterior. Ecuația 


(a) se mai poate scrie : 
m 9 
Ep, (b) 


dy 
m — = mg — 7” 
d/ vi 


Separînd variabilele şi integrind, se obține : 
| du LC, = arctg > + Cu 


v? E vı 
e|: + a | 


| 
U- 


Condițiile inițiale sînt : 
(c) 


ultă constanta de integrare : 


şi rez 
l v 
C, = S aretgr:! 
| P r 
astfel că se obține : 
f= 2 (arctg g Tat g (a) 
vı 1 
Explicitînd expresia vitezei din această relație, se obţine: 
d 
vo — u t8 — 
dz yeaa A (e) 
y = — = V 7 


E 
v, + Vo tg — 
Vi 
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Integrînd se obţine legea de mișcare: 


pă a 
x = — In [cos e + — Vo sin £] , (£) 
g vi vi vi i 


condiţiile iniţiale fiind cele menţionate. 
Pornind de la ecuaţia mișcării (a) se poate stabili legătura dintre viteza 
v şi abscisa x a punctului: 

dv dv dx pi dv 


mě = m — = mMm— = m — : 
ui d? dy dt dx 


Integrînd şi avînd în vedere condițiile inițiale (c) se obține: 
2gx 


2 2 2 teii 
ya A in AF şi Pa vi — y, 
2g v+ vi 


În punctul B, de înălțime maximă, v = 0 i rezultă : 


i, = Mare tg. și tus E = a (142 =): (g) 
8 


Ui 8 


În mișcarea descendentă punctul începe să coboare pornind din B pe 
verticală în jos. Pentru simplificare este utilă o schimbare de axă și se 
alege originea în B = 0', sensul axei 0'x' luîndu-se pozitiv în jos. 
Ecuația de mișcare este : 


d mey? 
m = mg — hè = mg — “E. 


2 
vi 


Separînd variabilele se obține : 


d=" dv 
g v=o 


3 


t= în + Cai pentru v <v; 
i (h) 


TE E pentru v > vy 
2g v—n 


Pentru a considera problema într-o situație mai „generală, se va presu- 
pune că mobilul are o viteză inițială ve dirijată în jos. 

Deci: ż = 0; x =0;v=w. 

Pentru determinarea constantei C, se au în vedere două posibilități : 
Vo < U, Şi Vo > Vr 


Se obțin valorile: 


v vut 

c = — — In Dl) ; pentru vo < v; 
2g v, — vo 
v v 

Ca = — — In atu 2; pentru vg > tu, 
2g v — v 
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de unde introducînd în expresia lui f(h) se poate scrie: 


pasa în det lea =) 


ITI , tru vo . 
T TET d ul A r 


d p iot — va) 


EET TE 


TTO 


Pentru cazul particular considerat vọ = 0, aceste relații devin: 


EE n T the- să 
2g v — u g 8 YU (3) 


Expresia vitezei se obține explicitînd relațiile (i) şi 0): 


£ SE, 
dz’ (vi + vo) P a i å 
J = scite did. ia î ; pentru Vp <1; ȘI VU; 
(ou + h) le 
(k) 
£ -2 
dz’ lu toe" tw oe , . 
v = — = (vo tuhe ToT "u" ——; pentru Vvo > Vi 1 v>; 
az 1 i _a ;p 0 L9 LL 
7 vı [i vi 
(vo tae — (vo — va) e 
„AIR 
vi v: 
:, = i ł 
HA n Lpa s = v,th Č ; pentru vo =0. 
di s E a u 
vı +e vi 


Legea de mişcare se: obține integrînd aceste relații : 


et -£ 
nl > vı 
sit In (hbe (i 0); pentru vo > V1: 
g 2v, (1) 
£t -£ 
v: ’ vi 
"22% în wg toe” — (we; pentru vo Sti: 
£ 20, 
pp 
2 n ta 2 t ES ` 
e pg Amt i sa e ln (a£); pentru v = 0. (m) 
E 2 8 Vi 
ația x'=x"(v), se 


cazul mişcării descendente rel 


ventru a. determina şi în caz e 
E 4 ecuația diferențială de mişcare observînd că 


integreaz 
Ay... du 
dé da”! 
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şi se obț p'e! 


l 2g% . 
vê vè yd mk ET a : 
= A În A; y= vè — (vi — vp) e vi ; pentru vo < v; 
2g vv 


i 2px' 
i: Whpi y - i 
x = ln; v= Vol + w — oe “i; pentru ve > U; 


2g vi — o? 


i 20% 
a - = E 
x! = Ani; v =v V1—e “i; pentru vi =0. 


Analizînd expresiile obținute pentru viteze și legea mișcării se pot trage 
următoarele concluzii. Dacă viteza inițială vo < v, viteza punctului creşte şi 
pentru i => œ atinge valoarea v,. Dacă viteza inițială vg > v, viteza punctu- 
lui scade şi pentru £ —oo atinge valoarea v4. 

Independent de condițiile inițiale ale problemei, există o viteză limită 


. m, 
lim v = v, = \/ Z 
t= o h 


astfel că mişcarea descendentă tinde către o mişcare uniformă cu viteza 


mg 
u= \/ =. 
a y h 
Se poate observa că pentru viteza limită rezistența aerului este egală cu 
greutatea punctului : 
R = Wi = mg. 

12.B.11. Un punct material de masă m cade pe verticală fără viteză 
inițială. Știind că punctul întîmpină o rezistență a aerului dată de 
R = mg(2vi — v)u? fvi, unde v, = const. iar v este viteza de cădere, să 
se determine legea de mişcare. 


Rezolvare. Alegînd axa Ox verticală în jos, cu originea în punctul 
de plecare, ecuația mişcării este : 


mi = mg — zg (22 — v2)y2, 


vi 
adică : 
Ooo et, 
(v2 — v2)2 Ei vi 


Integrînd după amplificare cu v, se obţine: 


viv? x 
x = ——> sau v=% 
2g(v? — v?) vi 
4 Pb 
2g 


Viteza tinde deci asimptotic către v}. 
Relația timp-viteză este 


Pc viv . v ME o d 


a 2g —v) dg vw-—v 
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Fig. 12.B.12 Fig. 12.B.13 


19.B.12. Un punct A de masă m, acționat de două forțe, se mişcă 
uniform cu viteza vo pe parabola y? = 2px. Forța F, este paralelă cu axa 
parabolei, iar Fo este dirijată spre focarul C al parabolei. Să se determine 
inărimile acestor forțe (fig. 12.B.12). 
raiectoria şi legea de mișcare fiind cunoscute, 
donatele intrinseci : 


Rezolvare. T se 
întrebuințează comod coor 


mā = F, + F,; devine: mš = Fa cos — F, cos q, 
s2 i , 
mÈ = Fasin a + Fasin a. 


(agree 


Cum å = vo = constant, 3—0, iar R= ET 
se obține: i 
popoi n: 
2 pT R i 
2 


ă m acţionat de o forță, descrie elicea 


- d F 
12.B.13. Un punct A de mas Să se determine forfa + 


r= R, z=ROtge cu viteza constantă Yo. 
care acționează asupra punctului (fig. 12.B.13). 
Se proiectează ecuaţia dinamicii în coordo 


—mR%=F; 


Rezolvare. nate cilindrice 1 
m(ř — rò?) = Fei | 
mrd + rÜ) = Fy; mRÖ =F,; 
mz = F;; mRÖ tg a = F, 
Din expresia vitezei, 


ue TEER 
v = 40 Foto = 


9 
pi Yo 
Cos & 
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rezultă 0 şi deci: 


F= Pe; F =0; F,=0. 


Forța este orientată normal pe suprafața cilindrică şi dirijată spre 
interior. | | 
12.B.14. Un corp de masă m este atîrnat de un arc cu constanta 


elastică $. Să se arate că mişcarea este aceeaşi dacă corpul se deplasează 
pe un plan orizontal fără frecare, iar arcul e așezat orizontal. Se con- 


sideră o deplasare inițială xo. 


Rezolvare, În cele două cazuri, schemele forțelor sînt arătate în 
figura 12.B.14. În ambele cazuri ecuația de mișcare este: 


mě + kx =Q. 


Pulsația fiind o = V= , legea de mişcare obținută prin integrare este : 
m 


X = Xg COS of. 


12.B.15. Un punct A de masă m este acționat de o forță constantă 
F, şi de o forță elastică, centrul atractiv C şi constanta elastică k fiind 
cunoscute. Să se determine poziția de echilibru O a punctului și să se 
studieze mișcarea în cazul unor condiții inițiale oarecare, 7 o, Vo, (fig. 12.B.15). 


Rezolvare. Forţa elastică este F = —FCO. 
La echilibru F = —F,, deci: CO = = . 
În sistemul Oxyz ecuația de mişcare este : 


mr =F, +F sau mr = —k7, 


deoarece F, — ECO = 0. Cu notația w = y2 devine 
m 


LUF ==0, 


Fig. 12.B.14 s Fig. 12.B.15 


188 


CE Scanned with OKEN Scanner 


` Fig. 12.B.16 


Pentru condițiile inițiale £ = 0, 7 =ro, 7 = dp se obține soluția: 


- = Up 2 
7 = Y cos ot + sint. 
&) 


_12.B.16. Pe exteriorul unei emisfere lucioase de rază R se lansează 
din punctul cel mai înalt A, un punct material greu P de masă m cu 
viteza 5, orizontală. Să se studieze mişcarea punctului (fig. 12.B.16). 

Rezolvare. Ecuația fundamentală a dinamicii, scrisă în coordonate 
ipn esie: 


? ; v? 
mă = mg sin 0; m = mg COS 0— N. 


Din prima, amplificînd cu d0 şi integrind (t = 0;:0 =.0, v =Vo), se 
obține : 
v? = 2g R(1 — cos 0) + vi, 
şi reacţiunea : 
mua 


R 


N = mg(3 cos 0 — 2) — 


Punctul părăseşte sfera cînd 0 = «, N =Q: 


o 2 
COS g = = + ga „cu condiția v < gR, (cosa < 1) 
g 
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Capitolul 13 
FORȚE CENTRALE 


13.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


Se definește forță centrală o forță al cărei suport trece printr-un. punct 
fix O denumit pol. Expresia ei este: 


F = Fe, (13.1) 


unde F este scalarul forței centrale care acționează asupra punctului M 
(fig. 13.A.1) şi p versorul direcției OM. Dacă F > 0, forța este repulsivă 
și dacă F < 0 forța este atractivă. 

Dacă un punct material se mişcă sub acțiunea unei forțe centrale, 


traiectoria punctului este plană și mişcarea se face cu viteză arcolară 
„constantă : 


Q = 19 = const. (13.2) 


- 


Mișcarea punctului se poate studia: 


a) cu ajutorul ecuaţiei fundamentale a dinamicii mā = F „ ale cărei 
proiecții în coordonate polare (fig. 13.A.1) sînt: 


m —r0)=F,=F; 


mă + rÒ) = Z. Z (6) = Bi (13.3) 
Y 
b) cu ajutorul ecuației lui Binet: 


l 
E PE (13.4) 


402 r mc? 


în care: 


7;9 sînt coordonatele polare ale punctului ; 
m — masa punctului ; 

c = "d = rU, = rovo sin x (Fo Te) — con- 
stanta ariilor (dublul vitezei areolare c = 2Q). 


Punînd Tak ecuația lui Binet poate 


Y 
ii scrisă sub forma: 


mcu? (e + n) = —F, (13.6) 


Fig. 13.A.1 
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iar viteza v = 4v2 + va punctului material. 


ét VE] + 12, (13.7) 


Cu ajutorul ecuației lui Binet se poate 
determina forța F, dacă se cunoaşte traiec- 
toria r = f(0), iar dacă se cunoaște F, prin 
integrare se determină ecuația traiectoriei Fig. 13.A.2 
r =7r(0, Cı Ca), constantele de integrare 
determinindu-se cu ajutorul condiţiilor inițiale care se pun în ecuația 


precedentă şi în ecuaţia obținută prin derivarea ei în raport cu 0 saucu 


timpul 7. 
Ecuațiile parametrice ale traiectoriei 7 = r(t) și 
prima ecuație de proiecţie (13.3) şi ecuația (13.5). 
În cazul forţei de atracție newtoniană 


0 = O(t) se obțin din 


F = 


Li 


f= 6,664 x 10- CGS este constanta atracției universale ; 
m, M — masele corpurilor care se atrag; 
7 — distanța dintre cele două corpuri. 


Traiectoria este o conică a cărei ecuaţie în coordonate polare, raportată 
la focarul O în care se găsește corpul de masă M, este: 


r= p f (13.8) 
1 +e cos (0 — 6.) 


unde : 
parpena ei, (13.9) 


æo fiind unghiul dintre raza vectoare 7o = 0M, şi viteza Jọ din momentul 
inițial (fig. 13.4.2). 
Dacă excentricitatea 


PEE PE a eE, M traiectoria este o elipsă; 
o 
e= 1, 13 = Lx , traiectoria este o parabolă; (13.10) 
o 
e> 1, > IA, traiectoria este o hiperbolă. 
o 
În cazul sateliților Pămîntului : 
(13.11) 


JM = an, 


masa, iar R = 6370 km, raza Pămîntului. 


unde M este 
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13,8. APLICAȚII LA FORȚE CENTRALE 


„.13.B.1. Un punct material de masă m este atras de un centru fie 
pa e pp iAd è : 
cu forța. F = , unde 7 este distanța punctului la acest centru. În 


momentul inițial unghiul polar 00 = 0, ro = 1 şi vo = 2, iar unghiul Lo 
dintre viteza inițială şi raza vectoare a punctului este de 45°. 
Să se afle ecuațiile parametrice ale traiectoriei punctului în coordonate 
polare şi să se determine ecuația implicită a traiectoriei lui. 
Rezolvare. Pentru obținerea ecuațiilor parametrice ale traiec- 
torici se folosesc relațiile : 


map = Fp; 20 =c, 


unde : 
i 42 B ati 
Fe = — sin «o = 1.2. y 4/2 adică : 
m(? — 762) = — m AE 2 
TEJ y3 , ei ° (a) 
Înlocuind pe 6 din a doua relație în prima, rezultă: 
.- 8 
r = — pe . ; (b) 
Multiplicînd această ecuație cu 7 şi integrînd, se deduce succesiv: 
werir dij- (4); 
r3 dt |27 dé | 72 
t? 4 
pa 


Ținînd seama de condițiile inițiale / = 0, ro = (v5)o = VoCOS ao = = Aa, se 
deduce c, = —3, de unde. 


. Separiînd variabilele şi integrînd încă odată, rezultă: 


aie E tea aa În e eee 


Constanta de integrare ca se determină din condițiile inițiale £=0, rọ = 1, 


2 e» se dă 3 sr . . 
de unde rezultă c, = y2 , iar după înlocuirea acesteia în expresia lui ż, 

G l 
se obține prima ecuație parametrică a mișcării 7 = z(¢) : 


t= i + A 


sau 
r = yı +2 42 — 6t, {c} 
Reluînd a doua ecuație din (a) și ținînd seama de (c), se obţine: 
do NE 


En 1 + 2/2 — 6 
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Pr 


Separînd variabilele și integrînd, se „obține: 


.. o Jia pt, AP a T 
— — dee. = —— Cai 
do polii eh i: (e Ta bla 


Pentru integrare se descompune fracţia în factori ; rădăcinile ecuaţiei 


i gi at Al a d Vă ua 
1 + 242t — 6 = 0 sint: h = FO T şi la = EN ȘI by: pl roade 


E tf zana i TE ad A 
À taB eea Bea E) d 3-4) 
Va THE 


. Făcînd calculele, rezultă : 


4=0; PED En; 
palatal G eA a m F 
PENEL EP piu + 4/2) P (42 ) + Ca 
6 2 


= A pp FN 
9 = U gi + Ca. 


Constanta de integrare c, se determină din condiţiile inițiale £ = 0, 
6 = 0; rezultă: cą = 0, iar după înlocuirea acesteia în relația precedentă 
se obține cea de a doua ecuaţie parametrică 0 = 0(4): 


1, G6+4a2 1, 1 2t 
palim tN Lp L EN, (d) 
4 N-A 4 1—42: 
Pentru aflarea ecuației implicite a traiectoriei în coordonate polare, 
; A i n Si v l à . 
se scrie ecuația lui Binet. Dacă se notează — = u, se înlocuieşte scalarul 
r 


a A 10 t21 . . ; 
forței F cu expresia F = — = = —10m48 şi c = A/Z, se obține ecuația 
r 


diferențială a traiectoriei în variabilele 4 şi 0 sub forma: 


E 4u = Q. (e) 
d0? 


Ecuația caracteristică 2 — 4 = 0 are rădăcinile 2 = +2. Integrîund, 
se obține soluția generală : 
= = 07620 -F 0026, (£) 


Pentru determinarea constantelor c, şi ca se face derivata soluției gene- 
raje (f) în raport cu 9 i 


1 dr 
— — — == 2c g20 pan 2c e—20, 
r? dô l 2 (g) 
13 — Probleme de mecanică . 193 
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fo 


Tinînd seama de condiţiile inițiale £ = 0, 0 = 0, ro = 1, z) e ie 
E a 


= Z = 1, se deduc din (f) și (g) valorile constantelor c; şi cz: 


1 
C —-——” C = = j 
vi 4” 2 4 


iar după înlocuirea lor în (f), va rezulta ecuaţia traiectoriei în variabilele 


1 ` 

— şi 8: 
i 1 3 

1 

— = — Bld —e—2; 
r 4 Pi 


sau Încă 
r(e? + 3e-28) = 4. (h) 


13.B.2. Un punct material M de masă m, descrie o circumferință de 
rază a, sub acțiunea unei forțe centrale, polul 0 al forței fiind situat pe 
arc. Cunoscînd constanta ariilor c, să se determine scalarul F al forței 
şi viteza v a punctului material în funcție de poziția acestuia. 


Iau 
Rezolvare. Din triunghiul OMA (fig. 13.B.2), rezultă ecuaţia cercu- 


lui în coordonate polare: 
r = 2asin 6. (a) 


Traiectoria fiind cunoscută, se scrie ecuația lui Binet (13.6). 
Deoarece : 


IRI, E, 1 du _ —cos0 . du __ sin? 0 + 2 cos? 0 
7 2asin0’ dO  2asin20 402 2a sin? 6 
rezultă : l 
mo EEE n) = i CT E zau) ÎN 070 
do nr 2a sin? 0 2a sin 0 r? 2a sin? 0 
Înlocuind sin 0 = se deduce pentru F expresia: 
a 
8m c?a? 
Ai (b) 


r$ 


Forța centrală este deci o forță atractivă invers proporțională cu pu- 
terea a cincea a razei vectoare. 
i Expresia vitezei se obține din formula (13.7) : 


A 
du 2 
v= V [= +w = 
do 
Me 20 1 
c 
a Va + PNI n A Rai E TE A 
4a? sint 0 4a? sin? 0 2a? sin? 0 
Înlocuind sin 6 = = , rezultă pentru v ex- 
44 h 
[> —— presia: 
0 z A 
ac 
(i v=—: (c) 
Fig. 13.B.2 ri 
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Capitolul 14 [Ra 


DINAMICA MIŞCĂRII RELATIVE A PUNCTULUI MATERIAL. 
REPAUSUL RELATIV 


14.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


14.A.1. Ecuația fundamentală a mișcării relative 


Principiile mecanicii newtoniene sînt enunțate pe conceptele spaţiului 
absolut și al reperului fix. În consecință: 


mă, —F =0 (14.1) 


este ecuaţia fundamentală a mișcării absolute. Pentru studiul unor mișcări 
mecanice, cum sînt mișcările planetelor sistemului solar în raport cu reperul 
heliocentric, această ecuație a dat rezultate foarte bune. 

Studierea unor mişcări mecanice la suprafața pămîntului în raport cu 
Pământul ca reper a dus la rezultate bune, în general, însă în unele pro- 
bleme rezultatele nu au fost satisfăcătoare. Concluzia : ecuaţia (14.1) nu 
poate fi aplicată în raport cu orice fel de reper. 

Știind că mişcarea studiată şi observată din reperul mobil este o mișcare 
relativă și nu absolută, primul termen al ecuației trebuie să fie mă, şi nu 
mū, Se ajunge la ecuaţia: 


mă, = F — mă, — mū, (14.2) 
în care se notează cu: 
F, = —ma, denumită forță de transport ; 
F, = —mă, denumită forță Coriolis, 
rezultă : | 
mă, =F +F, +F! (14.3) 


care este ecuația fundamentală a mişcării relative a punctului material. 

În concluzie, ori de cîte ori se studiază mişcarea mecanică în raport 
cu un reper mobil, pentru ca rezultatul studiului să corespundă cu experi- 
mentul, este necesar să se introducă în ecuația fundamentală și forțele 
complementare F, + F, pe lîngă forțele date şi de legătură, efectiv aplicate 
punctului material. | 

O întrebare importantă : Cum trebuie să fie mişcarea reperului mobil 
Oxyz în raport cu 0'xw'z', presupus fix, pentru ca ecuaţia fundamentală 
a mișcării relative să fie identică cu ecuația fundamentală ( 14.1), aşa cum 
a stabilit-o Newton? 


1 Forțele complementare mai primesc şi alte denumiri: F, (forţa centrifugă propriu-zisă), 
iar F, (forţa centrifugă compusă). 
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Condiţiile necesare şi suficiente deduse din anularea sumei F,+F 
respectiv a expresiei EL dia ia 
SE, Ec +OXT+ox(6Xx7)+2ax5,=0 
sint : l 
& = 0 şi do = 0, 

adică reperul mobil trebuie să aibă, în raport cu reperul presupus fix, o 
mişcare de translație rectilinie şi uniformă, adică să fie un reper inerţial. 

Însă, reper fix nu există în natură, în consecință calitatea unui reper 
de a fi inerțial se poate verifica numai experimental. Astfel, dacă studiul 
unei mişcări mecanice, în raport cu un anumit reper, cu ajutorul ecuației 
fundamentale (mā — F = 0) ar da exact aceleași rezultate ca și experi- 
mental, atunci reperul considerat ar fi un reper perfect inerţial. Cum în 
general nu există decit o corespondență aproximativă între rezultatele 
teoriei și ale experiențelor, se consideră că reperele sînt de un grad cu 
atît mai mare de inerpialitate, cu cît aproximația este mai bună. Pină 
acum, reperul heliocentric este cel care are cel mai mare grad de inertiali- 
tate. Pentru anumite mișcări mecanice pentru care sînt satisfăcătoare 
aproximaţii de ordinul celei de-a treia cifre semnificative și Pămintul 
poate fi acceptat ca un reper inerţial. 


14.A.2. Principiul relativităţii al mecanicii newtoniene 


Toate sistemele de referinţă în mișcare de translație rectilinie şi uniformă 
în vapori cu un sistem inerţial sînt de asemenea sisteme inerțiale. 

Legile mecanicii newtoniene sînt identice în toate sistemele inerțiale, 
deoarece toate aceste sisteme sînt echivalente. 

Galileo Galilei a enunțat principiul relativității astfel: nici o 
experiență mecanică efectuată într-un sistem inerhial nu poate să pună în 
evidență mişcarea sistemului, după cum nici o experiență mecanică nu poate 
fi influențată de mișcarea sistemului inerţial. 


14.A.3. Repausul relativ 


Dacă punctul material trebuie să se găsească în repaus relativ față 
de reperul mobil, 7, trebuie să fie nul şi în consecință, 3, = 0 şi ā, = 0. 
Din ecuaţia (14.3) a mișcării relative nu mai rămîne decît condiția nece- 
sară şi suficientă a repausului relativ : 


FEA 20, (14.4) 


adică : sistemul de forțe date și de legătură, efectiv aplicate punctului mate- 
rial, la care se adaugă forțele de transport, să formeze un sistem de forje 
care se echilibrează. 

Forţa de transport F, nu este ca F, rezultanta forțelor date și de 
legătură, efectiv aplicată punctului material. Fa se datorește inerției p 
tului material şi se aplică efectiv asupra agenților care modifică sau tini 
să modifice mișcarea punctului material. Condiţia (14.4) este una de echtli- 
bru dinamic, echilibru fictiv care ar fi fost de echilibru real numai dacă 
şi F, ar fi fost aplicată efectiv punctului material, Cum nu este cazul, 
metoda folosirii forțelor cu caracter inerţial, adică a echilibrului rit 
este un mod de a rezolva problemele dinamicii cu mijloacele staticii. De 
aceea, metoda se numeşte cinetostatică, 
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14.B. APLICAŢII LA DINAMICA MIȘCĂRII RELATIVE 
ŞI LA REPAUSUL RELATIV ALE PUNCTULUI MATERIAL 


14.B.1. Un tub OB se roteşte în planul orizontal, în jurul unei axe 
verticale ce trece prin extremitatea O, cu viteza unghiulară constantă 
wo În interiorul tubului se deplasează de la A spre B un punct materia) 
M de masă m. În momentul inițial punctul se află în A (OA = b), viteza 
sa în raport cu tubul fiind nulă. Să se determine legea de mișcare a 
punctului, precum şi reacţiunea tubului (fig. 14.B.1). 

Rezolvare. Ecuația fundamentală a mișcării relative este: 


mā =F-+F,+F, 
Utilizînd sistemul de referință Oxyz (fig. 14.B.1), F va avea expresia: 
F = Na + (N, — mg) R. 
Pentru determinarea lui F, se calculează accelerația de transport a 
punctului M, care are doar o componentă normală, cea tangențială fiind 


nulă, deoarece œg este constant: | 
am = 030M = w2y şi este îndreptată de la M spre O, deci: 


F, = may]. 


Pentru determinarea lui F, se calculează accelerația Coriolis. Direcția 


şi sensul lui Z, rezultă din produsul vectorial: 
ā = 26 X 5, (fig. 14.B.1), iar modulul: a, =2o009. 


Rezultă: F, = —2moyyi. 
Proiectînd ecuația de mişcare pe axele triedrului Oxyz, se obţine: 
(x) 0 = N, — 2mooy; (y) mă = mwy; (2) 0 =N, — mg; 
de unde N, = 2mo; 3 — ozy =0; N, = me. 
Legea de mişcare se obține rezolvind ecuația diferențială : 


ï — oy = 0. 
Soluția ecuației este de forma: 
Y = Cee” -+ Cpe ev, 


respectiv ! 
$ i 2 

= WCE — CeT, d 

Se determină constantele de in- G | 
tegrare punînd condițiile inițiale : la Jit 
fa 9: 

0, 
Yo =b; Yy =Q. 
Rezultă : | qt A 
Ci == Ci == i ° g 

A g A 
Deci i 

y = E. (eo 4 e72) = bch wo, A 


Fig. 14.B.1 
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respectiv : 
t soU ALA Vi Tir 
Y = Oy T (otet — ga," 
Componentele reacţiunii N sint: 


N, == meotb(etit — g>) ; N, == mg. 


N = miy boi (ee — Cod pă. 


14.B.2. Un punct material M de masă m se poate mişca fără frecare 
în planul xOz, care se roteşte cu viteza unghiulară w, constantă în jurul 
axei verticale Oz. Să se studieze mișcarea relativă a acestui punct, ştiind 
că în momentul iniţial se află în Mo = b, Yo. =0, z =0), avind viteza 
zl paie egală cu zero şi să se determine reacţiunea planului 

ig. 14.B.2). 


Rezolvare. Se calculează forțele care intervin în ecuația fundamen- 
tală a mişcării relative: 


Rezultă N: | 


E = NÍ + mgk. 


Pentru determinarea forței de transport, se calculează accelerația de 
transport a punctului M ; avînd în vedere rotația uniformă a plăcii (og 
constant), componenta tangenţială a accelerației este nulă, rămînînd com- 
ponenta normală : 

Am = WX, respectiv d, = —o?xi. 
Deci: 
F, = mows xi. 


Pentru determinarea forței Coriolis se calculează accelerația Coriolis : 


AI 
|] 
IO 
€ 
XxX 
Q 
= 
Il 
(XS) 
O Su 
O OS. 
oa 


Rezultă : 


Se proiectează ecuaţia fundamen- 
tală a mişcării relative a punctului 
material, pe cele trei axe: 


(x) m = mox; (y) 0 = N — 2moot; 
(z) mz = mg. 


Integrînd prima şi ultima ecuație şi 
ținînd seama de condițiile inițiale : £ = 0 


tarb: AQ: 


ya =0; Yo=0; 


Fig. 14.B.2 za =0:. %4 m0: 
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g 


rezultă ecuaţiile parametrice: de mișcare: :. o-i g 


= =. (eat + e72) = bech wgl ; 
1 
EA = = p, 
2 £ 


Traiectoria relativă este: 


X = cnc ys , 
8 


iar reacţiunea normală: 
N = 2mobbchogt. 


14.B.3. O pană ABC de greutate G, 
avînd forma unui triunghi dreptunghic cu 
unghiul ACB = a dat (fig. 14.B.3, a), se „a 
reazemă fără frecare pe un plan orizontal. 

Pe fața BC a penei se găsește un punct 
material M de greutate P, care poate 
aluneca fără frecare în raport cu pana. 
Să se determine accelerația penei și a 
punctului material, precum și reacțiunile, 
știind că sistemul se află inițial în repaus. 


Rezolvare. Se izolează punctul sp 
material (fig. 14.B.3, b). Asupra sa acțio- 
nează forțele: 
P — greutatea proprie; 
N, — reacţiunea feței înclinate a penei ; 
F, = — £ d, — forța de transport, în- 
dreptată în sens invers lui â,. Fig. 14.B.3 


Se scrie ecuația mișcării relative a punctului material, proiectată pe 
axele alese în figura 14.B.3, b: 


Pia ; 
(Bx) =a = F, cos «a + Psin a; 
E 


(By) 0 = N, — Pecos « + F,sin a. 


Se izolează pana, asupra căreia acționează forțele (fig. 14.B.3, c): 
G — greutatea proprie; | 
N, — acțiunea punctului material M asupra feţei BC: 
N, — reacţiunea planului orizontal. 


Mişcarea de translație a penei are ecuaţiile: 
G g 
—a, = Nusin a 
E 

0 = N, —G— N, cosa 
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~ Rezolvind sistemul de ecuaţii, rezultă: | ji 


a 


— 
. 
N nt g 


-y 


: a a a Er Puia i ui a Pain 2ai di 
we ZT a Eppa? * YGF Patago. 
A į GPcosa y G+P 

1 a a e 


< GPa’ i P 
1 + Zsima 


pă 14.B.4. Un cerc de sirmă cu raza R are o 
< mișcare de rotație în jurul diametrului său ver- 
tical, cu viteza unghiulară constantă ©- Pe cere 
\ se poate deplasa fără frecare un cursor M de masă m. 

Să se determine poziţiile de repaus relativ ale 

p cursorului (fig. 14.B.4), precum și valoarea reacți- 
Fig. 14.B4 unii cercului. | 


Rezolvare, Asupra cursorului M acționează următoarele forțe : 

— greutatea proprie mg; | 

— reacţiunea cercului N ; | 

— forța de transport -F,, pentru determinarea căreia se calculează acce- 
leraţia de transport a punctului M, aflat pe cercul de rază R în mișcare 
de rotație; wo fiind constant, componenta tangențială a accelerației este 
nulă, rămînind doar componenta normală (fig. 14.B.4): 


A = O3R sin a. 
Rezultă : 
F, = mo R sin g. 


Se proiectează condiția vectorială de repaus relativ pe axele triedru- 
lui Mind: 


(Mt); —mgsin « + F,cos a =0; 
(Mn); N — mgcos « — F,sina = 0. 
Înlocuind F, în prima ecuație, rezultă : 
sin a(—mg + mR cos «) = 0. 
Soluţiile acestei ecuaţii sînt : 


sin y =0; &«=0; «=r. 


E 
cos g =; «= + arccos . 
oR oR 


_Reacţiunea cercului pentru « = 0, m, N = mg; 


entru & = + arccos 
p AR! 
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A Capitolul 15 


INTRODUCERE ÎN DINAMICA SISTEMELOR MATERIALE, 
MĂRIMI DINAMICE ui 


15.A. PREZENTARE TEORETICA 


15.Â,.1. Sisteme materiale 


În stadiul actual al științelor naturii, materia are o structură duală : 
substanța, discontinuă, concentrată și cîmpul, continuu, extins în spaţiu. 

În mecanica newtoniană se studiază numai mișcarea mecanică a modelu- 
lui de sistem material, corpul constituit numai din substanță, adică făcîn- 
du-se abstracţie de cîmpul propriu al acestor corpuri. Influenţa acestui cîmp 
asupra mișcării mecanice a corpurilor de pe suprafața pămîntului este cu 
totul neglijabilă în comparaţie cu acțiunea cîmpului gravitațional al pămîn- 
tului, cu aceea a unui cîmp electromagnetic sau cu alte acțiuni, cum sînt 
acțiunile de contact dintre corpuri. 

Pentru corpul constituit numai din substanță, oglindită prin masa sa 
inertă sau gravifică, mecanica foloseşte o serie de modele definite la pct. 
I,A: punct material, sistem de puncte materiale, continuu material defor- 
mabil, sau nedeformabil (solidul rigid) etc. pe 

n mecanica newtoniană, o caracteristică importantă a interacțiunii 
este forța, iar aceasta poate fi reprezentată printr-un vector legat de punctul 
de aplicaţie, originea acestui vector. Ca urmare, folosirea modelelor de 
punct material şi de sistem discret de puncte materiale prezintă importante 
simplificări în studiul matematic al mișcării mecanice a acestor modele. 
Astfel, în problema mişcării unui sistem de # (finit) puncte materiale M, 
de mase m, acționate de forțe exterioare, date şi de legătură F (i=l, 
2,3... n — 1, n) şi de Jorje interioare F, (fig. 15.A.1), care ascultă Şi 
de principiul egalității acțiunii şi reacţiunii, unde j = 1, 2, 3...n—1n, 
cu condiția j # íi, se poate ajunge mai uşor la unele rezultate decît în 
cazul problemei mișcării unui continuu. 

Așa după cum s-a procedat la pct. 111.7, folosirea rezultatelor stabilite 


asupra unui sistem discret de puncte materiale, la un continuu material, 
are un caracter axiomatic. 


Precizări 


În general, sistemele materiale discrete: sau 
continue sînt considerate, la stabilirea rezulta- 
telor, ca deformabile. În consecință, forțele sînt 
reprezentabile numai prin vectori legaţi de Punct. 
In aceste condiții rezultatele devin utile şi altor 
mecanici (Hidraulica, Mecanica fluidelor, Rezis- 
tența materialelor etc,), 


Forțele interioare nu se echilibrează, deşi, 
tiind două cîte două egale şi direct opuse, ele 
au O sumă nulă, Aceasta deoarece ele nu acțio- 
uează asupra aceluiași punct material, Forţele 


Fig. 15.Al 
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interioare apar numai în cazul unor sisteme deformabile și, în consecință, 
ele nu pot fi reprezentate prin vectori alunecători. De pildă, forțele de in- 
teracțiune dintre moleculele unui gaz închis în cilindrul unei mașini .nu 


se echilibrează. | 
Un sistem de puncte materiale care nu are legături exterioare, sau 


nu este acționat de forțe dinafara lui, se numește sistem izolat. 
Cu toate că în natură nu există sisteme izolate, totuşi unele sisteme 
materiale pot fi, cu o foarte bună aproximaţie, asimilate cu un sistem 


izolat. Exemplu : sistemul solar. 


15.A.2. Problema fundamentală 


Măvimi de stare. În mecanică, mărimile care determină, la momentul 
t, starea unui punct material M, sînt : 7, = vectorul de poziție, m, = masa 
inertă sau gravifică a punctului şi 7, = viteza punctului. 

Mărimile de stare mecanică la un anumit moment / =, de obicei 
t = 0, adică Fe şi du, m fiind invariabil, sînt condițiile imițiale ale mişcării 
punctului material M.. 

Enunţul problemei : Se cunosc mărimile de stare, la momentul inițial, 
al unui sistem de n puncte materiale M,(5 = 1, 2, 3... n — 1, n), asupra 
cărora acţionează forțe exterioare date şi de legătură, reprezentate pentru 
M, prin F, şi forțe interioare F, (j = 1, 2, 3...n — 1 n), cu specificarea 
că F, #0. 
~ În ipoteza că atît forțele exterioare F, cît şi cele interioare F, sînt 
funcţii vectoriale cunoscute de timpul î, de vectorul de poziție 7, şi de 
viteza 7, a punctului de aplicaţie, se cere să se determine mișcarea sis- 


temului de puncte materiale M,. 
Pentru rezolvarea problemei este necesar ca, în primul rînd, să se 
rezolve sistemul de n ecuaţii diferenţiale vectoriale, de ordinul 2, cu 7 


necunoscute 7, (i = 1, 2, 3...n—1l, n): 


mi, =F, + OF (0 =1,2,..., n). (15.1) 
j=l 


în care F, = 0. 
Soluțiile sistemului (15.1), cînd există integralele generale au forma : 


7, = 7 ,(t, bu am .. oy Con), (15.2) 


unde C, Ca ..., Can sînt 2n constante vectoriale, independente între 
ele. Aceste constante pot fi determinate folosindu-se condițiile inițiale, 


cu ajutorul ecuaţiilor : 


Ti cai 740, Ca, Ca eeta Çon) (15.3) 
3, = 740, Cu, Ca ++. Con). 


Un exemplu clasic este „problema celor n corpuri”, cum este denumită 
problema mișcării sistemului solar, considerat, ca un sistem de puncte 
materiale, izolat, cu forțe interioare gravitaționale atractive. Pentru n = 2, 
problema se poate rezolva destul de uşor, însă dificultățile matematice 
cresc foarte mult pentru n > 3, 

În cazul în care nici nu se cunosc expresiile forțelor interioare, problema, 
aşa cum este ea pusă, este insolubilă, deoarece nu se poate rezolva sistemul 


„celor n ecuații diferențiale vectoriale (15.1). 
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15.A.3. Teoremele generale 


Totuși, cu ajutorul mărimilor de stare m, 7, şi 7, s-au format alte 
gta ti Zem d Cad r F i i 
mărimi : N 7 R mI; 4 mw, denumite, respectiv : cantitatea de mișcare 


a punctului M, momentul cinetic al punctului M, faţă de O, energia 
cinetică a punctului M,. toate calculate pentru momentul £ ṣi în raport cu 
reperul fix Oxyz. Scriind cele n ecuaţii diferenţiale (15.1), în ipoteza maselor 
m, independente de mișcare, sub forma: 


d —- i d Li . . | K 
q (mă) =F + > Pun BL 2, Si anu. AET AS, (15.4) 
j= 


se poate ajunge pentru sistemul de puncte materiale la expresii în care nu 
mai apar forțele interioare. Ele exprimă, sub denumirea de teoreme generale, 
variația unor mărimi care caracterizează în fiecare moment mișcarea sis- 
temului de puncte materiale. Mai mult, în anumite condiții, ecuațiile rezul- 
tate din (15.1) se pot integra o dată. Aceste integrale prime ale sistemului 
de ecuaţii diferențiale exprimă conservarea aceloraşi mărimi. 


15.A.4. Noţiuni, mărin.i, unități de măsură 


Mecanica fiind prima parte a ştiinţelor naturii, este și prima care folo- 
sește o serie de noțiuni şi mărimi care apoi sînt reluate și dezvoltate în 
cadrul altor discipline. De aici şi obligația mecanicii să fie prima care să-şi 
prezinte aceste noţiuni şi mărimi. Evident, această prezentare se poate 
face în multe moduri : fie formal matematic prin expresia mărimii, ignorînd 
cu totul noţiunea, de pildă: „masa este un scalar pozitiv m care se măsoară 
în kg” sau, „forfa este egală cu produsul dintre masă şi accelerație şi se 
măsoară în N”, fie confundindu-se noțiunea cu mărimea, de pildă, cînd 
se spune : se aplică un moment M, în loc de: se aplică un cuplu de moment 
M. Alte ori, pornind de la faptul că ecuaţiile mecanicii newtoniene sînt de 
obicei omogene, se confundă termenul din stînga al ecuaţiei cu cel din 
dreapta, pe motiv că au aceleași expresii de dimensiuni. Astfel multă vreme 
definiția forței a fost aceea din rîndurile precedente, apoi, pînă nu de mult 
se confunda /ucrul mecanic cu energia, iar nici acum nu se face distincție 
dintre impuls şi cantitatea de mişcare. 

Justificarea care se dă uneori este următoarea: ,„,O definiţie dată la 
mecanică nu poate fi folosită întotdeauna și în alte domenii”. Nici nu ar 
fi corect, deoarece definițiile date la mecanică oglindesc realitățile din 
această disciplină. Cînd se trece la o altă disciplină, se păstrează tot ceea 
ce corespunde și se dezvoltă definiția potrivit fenomenelor studiate în 
această disciplină. | 

În consecință, în acest manual se va continua să se definească noțiunile 
și mărimile, în lumina materialismului dialectic și strict în limitele mecanicii 
newtoniene. 

Astfel, la Capitolul 1, după definiția dată de Lenin noţiunii de materie, 
s-au prezentat două din însușirile materiei întîlnite în mecanică : gravitația 
şi inerția, oglindite, respectiv, în mărimile de masă gravifică şi de masă 
inertă şi apoi s-a dat definiția masei inerte etc. 

De asemenea, s-au definit noțiunea și mărimea de forță în cadrul mișcării 
mecanice a materiei şi a legăturii acestei mișcări cu alte forme, mecanice, 
de mișcare. | 
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La Capitolul 2, s-au definit : noțiunea de cuplu de forțe şi mărimea de 
moment, măsura cuplului, noţiunea de torsor al unui sistem de forțe, măsura 
„torsorului, noțiunea şi mărimea de moment static ete. ` 


„-15.A.5. Modele teoretice 


Pornind de la unele experiențe, de pildă, de la ciocnirea solidelor, se 
pot deduce modele teoretice care să permită atît studiul fenomenului, cît 
şi definirea unor mărimi. Asemenea modele se pot deduce şi din mișcările 
rachetelor cosmice, a sateliților artificiali sau naturali, a planetelor etc. 
De pildă, se presupune existența unui solid rigid S, de masă M , izolat 
în spațiu, care se mișcă astfel încît triedrul Oxyz, invariabil lezat de solid, 
să tie un reper inerţial. Se consideră un punct material P de masă m, cu 
totul neglijabilă față de M, astfel încît P să nu influenţeze în nici un moment 
mișcarea lui S. | | 

Dacă P este extrem de departe de S, izolat, el se mișcă în virtutea inerției. 
Dacă în această mișcare S şi P se apropie, la un moment dat S şi P se inter- 
acționează. Din acest moment, se poate analiza mişcarea relativă a lui 
P în raport cu S, presupus fix. Se notează cu F forța de interacţiune cu 
caracter gravitațional. F este o funcţie vectorială variabilă. 

funcție de condițiile de mișcare, la un moment, considerat inițial, 
adică în funcție de 7o, Do şi a = x (7o, do), mișcarea poate continua în 
diferite moduri. Se rețin numai condiţiile în care S captează pe P transfor- 
mîndu-l în satelit. [e s 
>- În general, P descrie o elipsă cu unul din focare în O (fig. 15.A.2, a). 


În cazul special, cînd 18 |:= y= ŞI a = 7 P descrie un cerc cu cen- 
3 

trul în O care este și centrul de masă atractiv al lui S (fig. 15.A2, b). În 

cazul cînd P descrie o elipsă, în afară de aspectul mecanic al interacțiunii, 

care se traduce prin modificarea mişcării mecanice adică prin acceleratia 

mobilului, mai există şi un aspect? nemecanic, tradus prin deformarea sis- 

temului de puncte materiale (S.P.). 


Fig, 15.A.2 


t Evident, se mai admite că S este sferic şi omogen, iar P nu mai este acționat de 
atte forţe în mișcarea lui, de pildă de rezistența mediului, ceea ce este realizabil cu o bună 
aproximație. 

1. Deşi interacțiunea în general este un proces extrem de complex, aici se iau în const 
detare numai două din aspectele ei. 
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"În cazul special cînd P descrie un cerc cu centrul în O, nu există decit 
aspectul mecanic al interacțiunii, exprimat prin: à = SE n E Dacă 
di m 


m nu variază în timp, relația se scrie sub forma (15.5) apoi, i : 
intervalul de timp  — î, sub forma (15.6) (15.5) apoi, integrată în 


„Pat = d(mò), gaga (15.5) 
p 

(Fa = m — m, | (15.6) 
Li ER 


Înmulțind F = z (mō) scalar cu dř, se ajunge la 


Pap = a mot) (15.7) 


r 

Li bi Ciiik Pete. ps 
| Faz = mo 2— Ei mu, i (15.8) 
3 


Aceste relaţii, două din consecințele ecuaţiei fundamentale a mecanicii 
newtoniene, sînt două din teoremele importante ale mișcării punctului mate- 
rial. Ele leagă mărimi care măsoară interacțiunea. şi mișcarea mecanică a 
punctului material, legături de cauză și efect. Se introduc denumirile acestor 
mărimi : 

Fă! = impulsul elementar al interacțiunii ; 

mă — cantitatea de mişcare a punctului P; 

Paz = lucrul mecanic elementar al interacțiunii ; 


1 . Lă . v . 
E: my = energia cinetica a punctului P. 


15.A.6. Analiza relaţiilor 

Chiar din punct de vedere matematic reiese că partea întîia a ecuației 
(15.5) nu este, în general, o diferențială exactă, pe cînd partea a doua 
este. La fel și pentru relația (15.7). Deci, nu se va identifica impulsul cu 
cantitatea de mișcare, aşa după cum azi nu se mai identifică lucrul mecanic 
cu energia. 

Din (15.7) aplicată modelului special (fig. 15.A.2, b), rezultă că nu în 
orice condiții forța poate furniza un lucru mecanic. 

Lucrul mecanic nu este o mărime derivată din forță. Analizînd modelul 
general (fig. 15.A.2, a) rezultă că lucrul mecanic apare numai dacă în pro- 
cesul de interacțiune apare şi deformația, considerată ca o formă nemecanică 
de mişcare. În general, condiția apariţiei lucrului mecanic este schimbarea 
calitativă a mișcării, adică trecerea de la o formă la o altă formă de mişcarel. 


. Li —- . Lă Li . v 1 v A Y v d 
Cantitatea de mişcare mU Şi energia cinetică = my? sînt cele două măsuri 


ale mişcării mecanice, În modelul special (fig. 15.A.2, b) cantitatea de 


ag 
1 Fr. Engels. Dialectica naturii, pp. 88—89. E.S.P.L.A. 1950. 
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- mişcare variază datorită impulsului, iar energia cinetică nu variază, neexis- 
tind deformaţie şi deci nici lucru mecanic, i în iad | j i 

În modelul general (fig. 15.A.2, a) există atît impuls, cît şi lucru meca- 
nic, astfel că variază ambele măsuri ale mişcării mecanice, / > 

Impulsul şi lucrul mecanic sint două din măsurile interacțiunii, 

Lucrul mecanic elementar Fd7 = |/']| 47| cos ọ, poate fi pozitiv, în 
care caz energia cinetică a punctului material crește, poate fi nul, cînd nu 
variază energia cinetică a punctului material, poate fi negativ, cînd ener- 
gia cinetică a punctului se micșorează. Deoarece solidul S este presupus 
fix, aceasta este şi variația energiei cinetice a sistemului (S, P). Dar sis- 
temul (S, P) este izolat, astfel că se pune întrebarea: de unde vine plusul 
de energie cinetică şi ce devine partea de energie cinetică a sistemului, cînd 
acesta este în mișcare? 

Răspunsul este : sistemul (S, P) mai posedă în afară de energia cinetică 
a lui P şi o energie potențială. În mecanica newtoniană această energie depin- 
de numai de poziția în spațiu a punctelor materiale ale sistemului, aici de 
poziția relativă dintre S şi P. Dacă prin mișcare P se apropie de S, ener- 
gia lui cinetică creşte şi scade energia potențială a sistemului; dacă P se 
depărtează de S, scade energia cinetică a lui P şi crește energia potențială 
a sistemului, iar dacă P descrie un cerc cu centrul în O, atit energia cine- 
tică a lui P cît şi energia potenţială a sistemului (S, P) nu variază. Energia 
potențială se mai numeşte energie de poziție. 


15.A.7. Definiţii 
Cantitatea de mișcare măsoară capacitatea mișcării mecanice de a se 


transmite de la un corp la altul tot sub formă de mişcare mecanică. Expresia 
matematică este my. Este considerată în fizică drept una din mărimile 


de stare. Unitatea de măsură în sistemul SI este kg lan 
S 


Impulsul măsoară transmiterea mișcării mecanice, de la un corp la altul 
în intervalul de timp de la ź la #. 
P 


Expresia matematică este : ( Pa. Unitatea de măsură în sistemul SI 
t 


este Ns. 
Energia cinetică măsoară capacitatea mişcării mecanice de a trece Într-o 


? {v Li . . v 1 . 
altă formă, nemecanică, de mișcare. Expresia matematică este — my?. Uni- 


- 


tatea de măsură este aceeaşi ca pentru orice formă de energie; în SI este 


joule. . 4 i 
Lucrul mecanic măsoară trecerea unei forme de mişcare în altă formă 
de mişcare, în intervalul de timp de la ż la #. Expresia matematică este 
r. 

| Far. În toate sistemele se folosesc aceleaşi unități ca pentru energie: 


tea , 7 
joule, pentru a nu se confunda lucrul mecanic cu momentul unet forte 


Sau cu momentul unui cuplu, care au în sistemul SI unitatea Nm. 
Energia. Engels a definit-o ca măsura generală a mișcării sub 
toate formele şi în toate transformările. 
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Energia potenţială este măsura mișcării nemecanice a unui sistem mate- 
rial, capabilă de a trece și în forma mecamică de mișcare. În mecanica newto- 
niană energia potenţială (£,) depinde numai de poziţia în spaţiu a particu-e 
lelor sistemului material, concepute ca puncte materiale. | 

Observație. | 


Uneori se mai definește energia sub forma: capacitatea unui sistem 
de a produce un lucru mecanic, în sensul de a furniza un travaliu. 


15.A.8. Mărimi dinamice la sisteme 


Folosind notaţiile de la Capitolul 15 (fig. 15.A.1) pentru sistemul dis- 
cret de puncte materiale, sau cele de la Capitolul 3 (fig. 3.A.3) pentru sis- 
temele continue, se pot determina expresiile unor mărimi și ale unor impor- 
tante teoreme folosite în dinamică. ks 

Cantitatea de mişcare a unui sistem în raport cu un reper fix. Notaţie H, 


Sistem de puncte materiale : H => mõ. (15.9, a) 
iml 
Sistem continuu material: H = | Sám. (15.9, b) 
D 


Sistem nedeformabil în mişcare de translație, cu viteza 7 : 


n 
H = 2o (m) = mõ sau H = 3 (dm = m. 
îl 
D 


Unități de măsură în SI: kg = (kilogram metru pe secundă). 
S 


Momentul cinetic. Cantitatea de mişcare fiind o mărime vectorială are 
nevoie pentru determinarea ei pozițională şi de momentul cinetic care este 
momentul în raport cu un punct fix O, sau în raport cu o axă fixă (A), a 
cantității de mişcare. Pentru un punct material de masă m, şi viteză 7, 
momentul cinetic în raport cu O este: 7, X mU, unde 7, este vectorul de 
poziție al punctului M, (fig. 15.4.1). Momentul cinetic în raport cu axa 
(A) este proiecția ortogonală a lui 7, X mU, pe axa (A). Dacă meste versorul 
axei, produsul mixt (7, X mū)u este scalarul momentului cinetic al 


punctului M, în raport cu axa (A). _ 
Notaţii: Momentul cinetic al unui sistem în raport cu O: K,, în raport 


cu (A): Ka, cu scalarul față de axa (A): Ka. 
Sistem de puncte materiale: 

n n 

K, = DF, X mÜ, Ka = X (F, X MT) w (15.10, a) 
izi izi 

iar dacă este nevoie de o exprimare vectorială Ka = Kat. 

Sistem continuu material: 

Ë, = (7 x Idm; Ka = Km, etc. (15.10,5) 


D 


p” $ 
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Hi 


, f 
Sistem nedeformabil în mişcare de rotație în jurul axei (A) cu viteza 
unghiulară 8: — ` na sd 

R kad . t“ t l i z a | / | 
Ne = ţa me?) = da mia), Ka = R, = R aoge ` gi Ri 


ll Jal 


j ti. j n 
FA = (É mri) ©, unde R, este distanța punctului M, față de axa de 
t=} 
n . 
rotație (A). În aceste expresii X my? este momentul de inerție al sistemu- 
îm] 


4 n j 
lui în raport cu O şi se notează cu Je, iar , m, R? este momentul de inerție 
i 


al sistemului în raport cu axa (A) și se notează cu Ja. În aceste condiții, 
momentul cinetic al sistemului nedeformabil, în mișcare de rotaţie repre- 
zentată prin (©), în raport cu axa de rotație (A), se poate scrie vectorial: 


Ka = Jad (5.11, a): 


sau scalar 
ISA = Jao, | (15.11, b) 


deoarece w este un vector situat pe axa (A), iar w este valoarea scalară a 
lui & în raport cu versorul 4 al axei (A). | , 

Unitățile de măsură, în sistemul SI, pentru momentele cinetice sînt: 
kgmř/s iar pentru momentele de inerție, kgm? etc. 

Momentul de inerție împreună cu momentul static sînt două mărimi 
care dau indicații asupra modului în care este distribuită, permanent sau 
la un moment dat, masa într-un sistem, în raport cu un anumit reper. 
Reperul poate fi originea unui triedru de obicei ortogonal, oricare din axele 
sau planele acestui triedru. 

Momentele de inerție pot fi : polare J, axiale (],, J, sau ],) sau planare, 

n 


de pildă Jay = SO m pentru un sistem discret de puncte materiale sau 
î=l 


Jamy = ţ 2*dm pentru un continuu material. Mai există şi produse de inerție 
(D) 


n i j 
de pildă J„ = d nud sau Jey = | xydm. 
(D) 

Definitii. Momentul de inerție Ja, al unui solid rigid în rapot cu o axă 
(A), este măsura inerției solidului rigid în mişcarea de rotatie uniformă în 
gurul axei (A). 

Raza de inerție i a unui sistem material de masă totală m, în raport 
cu un punct, o axă sau un plan, este distanța į a unui punct pînă la 
reperul considerat, astfel că, dacă în acest punct s-ar concentra masa M, 
momentul de inerție să fie egal cu momentul de inerție al sistemului mate- 


. A è Li ES e v *, . ey 
rial în raport cu reperul considerat, adică mi? = J, sau î = yz. | 
mMm 
Variația momentelor de inerție în raport cu axe paralele 


Teoremele lui Steiner sînt enunțate pentru un sistem nedetormabil de 
n puncte materiale M, de mase m, determinate, în raport cu reperul cu 
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originea în O, prin vectorii 7, iar în raport cu reperul din O’, prin ș;; 
poziția lui O în raport cu O’ este dat de 7, (fig. 15.A.3). Pri Ca DEEE Pa 
Steiner se exprimă relaţia : o (fig ). Prin teorema lui 


im e 975, Ji (502,2) 
unde: J; și J sint momentele de inerție în raport cu orisiaile O’ și O ale 


sistemului, m => m, masa sistemului, S, = m7, = momentul static al 
| 4 $=] . i 
> + A i - ai i í ... . 
sistemului în raport cu O, 7, = vectorul de poziţie al centrului de masă C, 
în raport cu reperul cu originea în O, | 


Dacă O coincide cu C, 7, = 0 şi S, = 0, iar relaţia devine: 
J= mY J, (13.12, b) 


adică: momentul de inerție al unui sistem de puncte materiale în raport cu 

un punct oarecare este egal cu momentul de inertie al sistemului în raport 

cu centrul său de masă, adunat cu produsul dintre masa sistemului și pătratul 

distanței dintre centrul de masă și punctul oarecare considerat i 
Expresia matematică a celei de a doua teoreme este: 


Ja = md? + 27, S, + Ja (15.13, a) 


în care notații noi sînt: Ja, Ja adică momentele de inerție ale sistemului 
în raport cu două axe paralele (A') și (A), iar d = distanța dintre axele 
paralele (fig. 15.A.3). Dacă O coincide cu C, adică (A) trece prin centrul de 
masă, S, = 0, iar relația devine: 

Tir i Jas (15.13, b) 


o 
adică : momentul de inertie al unui sistem de puncte materiale în raport cu 
o axă oarecare este egal cu momentul de inerție al sistemului în raport cu o 
axă care trece prin centrul de masă al sistemului și este paralelă cu axa con- 
siderată, adunat cu produsul dintre masa sistemului şi pătratul distantei 
dintre cele două axe. 

O a treia teoremă a lui Steiner priveşte produsele de inerție: produsui 
de inerție al unui sistem de puncte materiale, în raport cu planele unui diedru 
dreptunghic, este egal cu produsul de inerție al sistemului în raport cu pla- 
nele unui diedru paralel, la fel orientat cu primul şi a cărui muchie trece 
prin centrul de masă al sistemului, adunat cu 
produsul de inerție, în vapori cu planele primu- 
lui diedru, al centrului de masă în care s-ar pre- 
supune concentrată masa sistemului. 

“Observaţii. | 

Dacă sistemul de puncte materiale este plan, 
enunțurile teoremelor lui Steiner rămîn neschim- 
bate, cu excepția teoremei pentru produsele de 
inerție care devine: 

Produsul de inerție în raport cu o pereche de 
axe rectangulare este egal cu produsul de inertie 
în vapori cu axele paralele, la fel orientale cu 
primele, dar care trec prin centrul de masă al sis- 
temului, adunat cu produsul de inerție în raport 
cu primele axe, ale centrului de masă în care s-ar 
presupune concenirală masa sistemului. 


Rig. 15.A.3 
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Â 
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/ 


bile și pentru sisteme materiale continue, 


Variația momentelor de inerție în raport 
cu axe concurente 


Dacă s-au calculat momentul de inerție 
(Ja Jy J) şi produsele de inerție ( pas 
y Ja) ale sistemului material (S), în 
raport cu axele triedrului dreptunghic Oxyz 
(fig. 15,A.4), expresia matematică a mo- 
mentului de inerție Ja al sistemului (S), 
| în raport cu o axă (A) care trece prin O şi 
formează cu axele Ox, Oy, Oz unghiurile 0, ọ și 4, ale căror cosinusuri 
directori sînt a, B şi y, este: 


Ja = Ja + JB + Ji — 2 — 2 Juby — 2 Jaya (15.14) 


Variația lui Ja depinde de «, f și y. O imagine a variației lui Ja o poate 
da suprafața descrisă de un punct M(x, y, z) al axei (A) determinat prin 


Fig. 15.A.4 


aie - k N va da ide 
7 astfel ca |7| = Ti: (Ja + 0), adică rezultată din eliminarea parametri- 
lor &, B şi y între: | 
ka kB ky 
a pe = = — A ra 
A Ja i N Ja N JA 


şi (15.14), adică: 


Jot IP + J 2 — Jary — 2 Jpy — 2 ză = k, (15.15) 
unde k este o constantă avînd expresia de dimensiuni [L2M'2). Ecuația 
(15.15) reprezintă o cuadrică închisă cu centrul în O. În general, este un 
elipsoid cu excepţia cazului în care sistemul material s-ar reduce la o bară 
rigidă dreaptă care coincide cu axa (A). Acesta este elipsoidul de inertie 
al sistemului material rigid, în raport cu punctul O. Pentru determinarea 


lui trebuie calculați în prealabil, în raport cu axele şi planele reperului 
R2 


Oxyz, termenii -Ja Jp Jo Ja» Ju» Je Şi constanta k. Apoi cu Ja ez 
se poate determina Ją pentru orice direcție, folosind numai distanța 
OM =r între O şi unul din punctele de intersecție a elipsoidului de 
inerție cu axa (A). 

Observații. 

Oricărui punct O îi corespunde, pentru un acelaşi sistem material rigid, 


un anumit elipsoid de inerție. te 
Dacă O trece în centrul de masă C al sistemului material, elipsoidul 


de inerție se numeşte central. | 
Dacă se raportează elipsoidul la triedrul CXYZ determinat de axele 


sale de simetrie, ecuaţia elipsoidului central de inerție devine: 
JX + hY + hl =, (15.15, a) 


unde Jz, Jy, Jz sînt momentele principale de inerție în raport cu noile axe 
iar produsele de inerție sînt nule: Jyry = 0, Jrz = 0, Jyz= 0, care S 
și condițiile necesare și suficiente pentru ca axele și planele triedrului, 


CĂYZ să fie axe şi plane principale de inerție. 
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Momentul de inertie al sistemului rigid în raport cu axa mare a elipsoidu- 
lui central de inerție este cel mat mic dintre toate momentele de inerție posibile, 
în raport cu orice axă a sistemului material rigid considerat. | 

Energia cinetică a unui sistem. Se notează cu E, energia cinetică în 
raport cu reperul fix, O fiind origina reperului fix Ox'y'z', cu E, energia 
cinetică în raport cu reperul mobil, C fiind centrul de masă considerat ca 
originea  reperului mobil Cxyz. 


Pentru un sistem oarecare de puncte materiale: 


Hi isi 
1 
E, =} e mu? (15.16, a) 
1=l 
Pentru un sistem nedeformabil discret sau continuu în mișcare de trans- 
lație : 


Bi a = mov, (15.16, b) 


y n i . 
unde: m => m, sau m = | am, iar 9, este viteza centrului de masă. 
$=l . 
. (D) . . . A . 
Pentru un sistem nedeformabil, discret sau continuu, în mişcare de 
rotatie în jurul unei axe fixe (A) : 


E, == Jo, (15.16, c) 


unde: Ja => m;R? sau ȚA == | R'dm, R, sau R fiind distanțele punctelor 
1=1l 


(D) 
la axa fixă, iar © = vectorul viteză unghiulară, coliniar cu axa (A). 
Teorema II-a a lui Koenig. Energia cinetică a unui sistem oarecare! 
de puncte materiale, în raport cu un reper fix, este egală cu energia cinetică 
a centrului de masă, în care se presupune concentrată întreaga masă 


n 

(m 30) a sistemului, adunată cu energia cinetică a sistemului în ra- 
t=1 

port cu reperul care are originea în C, centrul de masă al sistemului, și 

cu axele paralele cu cele fixe (fig. 15.A.5), adică: 


E= = mu? + E.. (15.16, 4) 


Ca aplicație, energia cinetică a unui solid 
rigid în mişcare plan-paralelă se calculează cu 
relația : 


E, = = mt Ja, (15.16, e) 


unde J, este momentul de inerție al solidului în 
raport cu axa care trece prin C, paralelă cu 
axa instantanee de rotație (A, &) din momentul 
considerat. 


t chiar deformabil. | 
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Caz particular (fig. 15.A.6) : energia cinetică a unui disc circular omo- 

„gen de rază R şi masă M care se rostogolește fără să alunece pe o dreaptă, 
este egală cu! | i Ra 

E, = 2 Mo sp 5 Ja, 


unde: J, = >M R? jar v, = Ro (condiția de rostogolire fără alunecare). 
Rezultatul final este: 
E = 2 Mo = 2 MR = + Jo, (15.17) 


unde J, = = MR: = momentul de inerție al discului în raport cu I, cen- 


trul instantaneu de rotație. 


Lucrul mecanic al forțelor. _ 
În general, lucrul mecanic elementar al unei forțe F(X, Y, Z) pentru 


deplasarea punctului ei de aplicație M, reprezentată prin d7(dz, dy, dz), 
adică: 2 
L = Fd? = Xdx + Ydy + Zdz (15.18) 


nu este o diferențială exactă. 
Condiţiile necesare și suficiente pentru ca (15.18) să fie o diferențială 
exactă sînt : 
CE a CE DE ME e a. (15.19) 
8y ôx  ôz ây ôx ôz 
Se poate găsi o funcție U(x, y, z) depinzînd explicit numai de coordona- 
tele punctuliui M, astfel ca : l 


S C A Dust (15.20) 
ðx >- 2y ôz 
F = grad U(x, y, 2). (15.21) 


Funcţia U(x, y, 2) din care derivă F se numeşte funcție de forță, iar 
“A | Far = dU(x, y, 2). 


Lucrul mecanic total al forței F pentru deplasarea finită a punctului 
de aplicație M, între Mo(xo, Yo Zo) Şi Milu Yı 21), este 


4 M Me 
Lo Te (F P d7 = (au = U(x, Yis z1) =e U (xo Yo Zo) = U, seg Up (15.22) 
M, Me 


(Zi: AEA, 


0 i M, (20 4o 122) 
Fig. 15.A.6 Fig. 15.A.7 
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"şt nu depinde de drumul parcurs și nici de legea după care se mișcă punctul 
de aplicație al forței, ci depinde numai de punctele extreme ale traiectoriei 
(fig. 15.A.7). 

‘Caz particular : lucrul mecanic al greutății nu depinde de drumul par- 
curs de un punct material sau de centrul de masă al unui solid rigid în care 
se presupune concentrată toată masa solidului, nici de legea mișcării şi este 
egală cu produsul greutății și diferența de nivel h dintre poziția imifială 
şi cea finală a punctului sau centrului de masă. 


1 


Observaţii. 
” Lucrul mecanic al greutăţii este pozittiv dacă poziția iniţială este la un 
nivel superior poziției finale, este negativ dacă poziția inițială este la un 
nivel inferior şi este nul dacă poziţia iniţială se află la același nivel cu pozi- 
ţia finală. Sa 

Lucrul mecanic pozitiv se numeşte motor, lucrul mecanic negativ se 
numește rezistent. 


Lucrul mecanic elementar al unei forțe aplicată într-un punct al unui 
solid rigid în mişcare de rotaţie cu viteza unghiulară © în jurul axei fixe 
(A) este: 


MAM MS 40 = M,d9, (15.23) 


unde M, este momentul forței în raport cu un punct O al axei, Ma este 
scalarul momentului forței în raport cu axa, pozitiv dacă MA are același 
sens cu axa și negativ dacă M, este de sens contrar cu axa, iar d0 = unghiul 
elementar de rotaţie. _ 

Lucrul mecanic al unui cuplu de forțe cu momentul M care acţionează 
un solid rigid în mișcare de rotație cu viteza unghiulară & în jurul unei 
axe fixe (A) este: 


A H-5 dö = M,d = Madi, (15.23, b) 


unde M, este scalarul proiecției momentului cuplului pe direcția axei. 


Puterea unui agenti 


Un sistem material oarecare poate acționa asupra unui punct materiai 
printr-o forță rezultantă F, iar asupra unui solid rigid printr-un torsor. 
adică printr-o forță R şi printr-un cuplu de moment M. 

Sistemul material care acționează se numeşte agent. Un agent este cu 
atit mai puternic, cu cît produce în unitatea de timp un lucru mecanic 
mai mare. 


Prin definiție, puterea agentului notată cu P este: 


Agentul acționează prin forța F; puterea este: 


Fdr gs EUR, 
P = = [o (15,2 
dt ’ 4) 


unde ù este viteza în momentul ¿ al punctului acționat 


DS 
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Agentul acționează asupra unui solid rigid, în mișcare de rotaţie în jurul 
unei axe fixe (A), cu viteza unghiulară ©, printr-un cuplu de moment M 
expresia puterii agentului este: 


P=A.a. sp vase (1625) 


zi 1 | | 
Unitatea de putere în sistemul SI este: = = 1W (watt). 


15.8. APLICAŢII LA CALCULUL MĂRIMILOR DINAMICE 


15.B.1. Să se calculeze momentul de inerție al unei bare drepte în raport 
cu extremitatea O şi în raport cu centrul de greutate C, dacă densitatea 
are o variație liniară în lungul axei Ox (fig. 15.B.1). Se cunoaște că p(0) = 
= p, şi e(Î) = pə l fiind lungimea barei. Se va considera cazul particular 
al barei omogene ẹ(x) = p = const. i 


Fig. 15.B.1 


Rez olvare. Prin definiție Jo = ( xdm. 
(€) 
Din figură rezultă: dm = p(x)dx, 
Pa — 2 
I 
barei. Cu aceste notații rezultă : 


x, reprezintă densitatea liniară într-un punct al 


unde: p, = pı + 


Introducînd masa barei m =-Aate], se obține: 
F; __ m? pı + Spa 
6 pik 


Pentru calculul momentului de inerție față de centrul maselor se aplică 
teorema lui Steiner : i 


Je = Jo — mz, 
unde distanța de la O la centrul maselor C al barei este dată de: 


EE aai 
3(P1 + Pa) 
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Astfel, se obţine : 
J 20 mlp H pa): + 2epa] i 
E 18(p1 + pa)? 


Pentru cazul particular al barei omogene 
(pı = Pa = p) rezultă: 
12 


ml da ha 

E i arsă Sa ȘI Ja = 

15.B.2. Să se determine momentul de 

inerție polar față de O al barei omogene de 
masă m din figura 15.B.2. 


Fig. 15.B2 


Rezolvare. Se împarte figura în trei părți distincte. Calculele sînt 
date sub formă de tabel. 


Fig. 15.B.2, a Jaio = m, R? = pi 


AR: 2m  4R: 
12 44r 12 


Fig. 15.B.2, b 


Fig. 15.B.2, c c) 


Momentul de inerție al corpului, obținut prin însumarea celor trei 
momente parțiale, este ; 


J ia mR2(10 + 3r) j 
° 3(4 + n) 


15.B.3. Să se calculeze momentele de inerție axiale pentru o placă triun- 
ghiulară omogenă de bază b şi înălțime %4. Să se determine momentele de 
inerție centrale față de axele cu originea în C, paralele cu cele date (fig. 
15.B.3). Se vor aplica rezultatele obținute la un triunghi isoscel (OB = BA). 


Rezolvare. 


he | y?dm, unde dm = b,dyọ. 
(e) 
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5 a a. 


EEE PAPA APAYAP 


Fig. 15.B.3 


Din asemănarea triunghiurilor OAB şi MNB rezultă: 


MN’ = 0A 2E = = 


BB’ 
„De aici 
dm = pb ? dy. 
Rezuită ! 
h 
h—y bh? h? 
= 4 pb dy = — ps m 
J: fe i de ter $ 
u 
să -bh TE: ulas 
unde m= p- reprezintă masa plăcii, 
Aplicind formula lui Steiner, rezultă : 
h? mh? 
== em Mm— = - 
d d (3) 18 


„ Pentru obținerea lui. J, se calculează momentele de inerție ale porțiunilor 
OBB' şi BAB’ ale triunghiului, utilizînd pentru fiecare în parte formula 
lui Steiner, prin considerarea în fiecare centru de greutate parțial a une 
axe paralele cu Oy. S-au notat: OB’ = x, şi B'A = x, Rezultă: 


zi 27)? si a +$): 
= f} — mii — Ma — Mol X — 3 
FA [ni [E] + [ma + (2 + 3 


btr 
Ja = Jy- m i ; M= m + My 


i , A b A m. “e. 
Dacă triunghiu! este 1soscel, x, = ads = = 3 Ph = M => = şi rezultă: 


Tout mb: 


Js = ' TA PY 
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-15.B.4. Să se determine moinentele de inerție ale unei plăci circulare 
omogene de masă m şi rază R în raport cu sistemul de axe dat în figura 
ISBA | i ii sati 


Rezolvare, Se calculează Jo a cărui expresie este: 4 


R 
; Jo == (id = | 22r pdy = e e e pi 
(e) 1) 
în care: dm = 2rrdrp; m = rh?p, 
o fiind densitatea de suprafaţă a plăcii, 
Deoarece : 


Jo = heti J- = da 
rezultă : 
mR? 
Ja aa A = A 
Produsul de inerție J,„ = 0, axele alese fiind axe de simetrie ale plăcii. 


15.B.5. Fiind dată piesa din figura 15.B.5, confecționată dintr-un 
material omogen de densitate p, să se determine momentul de inerție in 
raport cu axa Ox. Se dau valorile numerice: a = 2 cm, b =6 cm, $= 
= 10 cm, l = 13 cm, d = 4 cm, p = 7,8 kg/dmë. 


Rezolvare. Se consideră figura formată din părți simple — parale- 
ïüpiped şi cilindri — care prin adaus sau extragere conduc la forma rezul- 


tantă. 
Calculul se efectuează în tabelul următor pentru cele patru corpuri ce 


compun piesa considerată: 7 — paralelipiped; 2 — semicilindru; 3 —cilin- 
dru gol; 4 — cilindru plin. i 


Fig. 15.B.5 
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2 A o LA) zb 2b | nb 20 4 
4 4 P 2 4 ae| =) Jn +T ele + =] 
V ina ARE DIEE e A a 
zd d: zd? 
3 ey 4 wg [ra + 2 ae 
4 a d? 
dna Yj s 
4 j 8 Ja; 


Je du da =: (82 —+- 4l2 + 12c2 — 12c]) + 
1=1 


i 2 Abc — zd?ap 2 __ J2 
e] Eee (Ba — d). 


Cu valorile numerice rezultă: J, = 7,28 . 103 kg- m2. 

15.B.6. Să se determine momentul de inerție axial al unui disc de masă 
m, rază R şi înălțime / în raport cu o axă care face unghiul 0 în raport 
cu axa sa de simetrie (fig. 15.B.6). 

Rezolvare: Fie axa de simetrie Oz; axa față de care momentul 
de inerție trebuie calculat s-a notat Of, fiind cuprinsă în planul yOz. 

Cosinusurile directoare ale axei O% față de sistemul Oxyz sînt: cos a = 
= 0, cos ß = sin 0, cos y =cos. 
Expresia lui Jg este: 

Je = Jacos? a + ], cos? B + J, cos? y — 2 Jay cos a cos B — 
— 2 J, cos f cos y — 2 J,- cos y cos a. 
Se consideră cunoscute momentele şi produsele de 
inerție față de axele Oxyz : 


mR? 


J= J, = ZBR + 4) he 


Ta = J: = Jia = O. 


Făcînd înlocuirile, rezultă: 


R 2 
J= > (3R? + 4h?) sin? 0 + mA cost 9. 


15.B.7. O placă plană, omogenă, de greutate G, 
avînd forma unui triunghi echilateral de latură l 
(fig. 15.B.7) se roteşte în jurul unei axe fixe, perpen- 
diculară în O pe planul plăcii. 

Fig. 15.B.6 Se cer H, K, şi E în mişcarea acestei plăci. 
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Fig. 15.B.7 Fig. 15.B.8 


Rezolvare. Centrul de greutate C este situat pe axa Ox de simetrie 


a plăcii, la distanța OC =E, Deci: 
3 


Na ya GIJ3 
c 3 3g > 
| GL, 1 361 15G]? 
Jo= Je-+ Jy; În az: Ji Sp > Jo | 12g 
K, = 56 560 
12g 24g 


15.B.8. O bară AB = l, omogenă, de greutate G se deplasează într-un 
plan vertical, extremităţile A şi B mișcîndu-se de-a lungul a doi pereți 
ortogonali. 

Cunoscindu-se la un moment dat viteza capătului B, 5,, să se deter- 
mine cantitatea de mișcare, momentul cinetic în raport cu C, I şi O şi 
energia cinetică în mișcarea barei (v. fig. 15.B.8). 


Rezolvare. Cunoscînd 7, rezultă œ la un moment dat: 


UB VB 
Ww ZZ——— 
IB I cos 0 
u Gv 
Ug = WIC = = = a s 
2 cos 0 2g cos 0 


12g Icosb 12g cos 0 


Momentele cinetice în raport cu punctele J şi O se calculează aplicînd 
teorema I-a a lui Koenig între axe paralele : 


K, = K, + OC x Mă: 
K, = K, + IC xX Me. 
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Făcînd ealculele, rezultă modulele celor doi vectori: 


Giva A Pg 
o = , în sens contrar lui w; 
6g cos 0 
j > Gius a . — 
K, = ————, în acelaşi sens cu &. 
3g cos 0 
Pentru calculul energiei cinetice se utilizează feorema a II-a a lui Koenig : 
i 1 Gui, 
E = — m kr Jo? = ———: 
2 : 2 Je 6g cos? 6 


15.B.9. Berbecul unui ciocan cu aer comprimat cîntărind Q = 1 500 N 
este ridicat la înălțimea / = 0,75 m de n = 84 ori pe minut. Să se calculeze 
puterea maşinii, dacă randamentul său este ņ = 0,65. 

Rezolvare. Lucrul mecanic necesar pentru o ridicare este L, = 
= Qh = 1 125 J. Lucrul mecanic efectuat timp de un minut este L = nL, = 
= 94 500 J. 


Puterea utilă a maşinii este P, = = = 1.5179 W. 


Puterea: consumată de maşină este: P, = = PR aa a 2,423 kW. 
g) , 


15.D.10. Să se calculeze energia absorbită de la rețea timp de o oră 
şi jumătate și valoarea cuplului la axul unui motor electric cu puterea utilă 
P, = 30 kW, la turația n = 900 t/min şi randamentul n = 0,8. 

Rezolvare. Puterea consumată este P, = Fu — 37500 W. Energia 

n 
absorbită în timpul ¿ = 5 400 s este: 
L, = tP, = 2,025 - 10° J = 56,25 kWR 


Momentul cuplului : 


15.B.11. Un şurub cu pasul p, asimilat cu un cilindru plin de masă m 
si rază R are la un moment dat turația n rot/min. Să se calculeze energia 


cinetică a şurubului în momentul respectiv. 


Rezolvare. În momentul considerat vectorii caracteristici ai miș- 
cării, © şi dp, au următoarele mărimi : 


Aplicînd teorema lui Koenig referitoare la energia cinetică se obține 
expresia : | 


1 1 f 
E = — mvg -- A Jao. 
Pri î ] 147 ] b : š 
rin înlocuirea lui v, ṣi « aceasta devine: 


mn?(p? + 27?R!) 
7 200 


E = 
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2) 6) | 4 €) 
Fig. 15.B.12 


15.B.12. Să se determine momentul de inerție redus la axa de ro- 
taţie ce trece prin O( Ja) şi masa redusă în articulația A a manivelei OA (m,a) 
pentru mecanismul bielă-manivelă-culisă din figura 15.B.12. Se cunosc 
dimensiunile OA = AB =, masele fiecărei bare m, masa culisei M și 
poziția momentană a manivelei 0. 


Rezolvare. Pentru anumite sisteme de corpuri mai complicate, 
studiul dinamic s-ar simplifica, dacă în locul sistemului dat s-ar considera 
un solid care să aibă aceeaşi energie cinetică şi deci aceeași stare de mișcare 
cu întregul sistem de corpuri (mecanism sau mașină). 

Se va considera că acest corp, numit element de reducere, este plasat 
pe axul unui element al mecanismului, are aceeași viteză unghiulară cu 
acesta şi se caracterizează printr-un „moment de inerție redus”, notat Jna- 

În majoritatea cazurilor reducerea se face pe axul elementului conducător 
al mecanismului. În figura 15.B.12b este reprezentat corpul cu Ju, plasat 
în punctul O. l 

De asemenea, poate fi introdusă în mod asemănător noțiunea de „masă 
redusă”, considerînd în articulația A a manivelei OA un punct material 
de masă Mpwa a cărui energie cinetică în rotație față de O este aceeași cu 
energia cinetică a sistemului (fig. 15.B.12, b). 

Noţiunile J,a ŞI M,a au o largă aplicabilitate în dinamica mecanismelor 
și a mașinilor. 

Pentru calculul energiei cinetice a sistemului din figura 15.B.12, a este 
necesar calculul prealabil al vitezelor punctelor C şi B. Astfel: 


x, = Îl cos 0; si a baia V bca spe T 
2 2 2 

Yo = ÎL sin 0; J= Lidcos0= Ło cos 89; 
2 E] c 2 2 , 

x, = 2lcos 0; = —2l6sin 0 = — Zlo sin 0. 


Energiile cinetice ale celor trei corpuri componente —0A, AB şi culisa 
din B — rezultă în ordine: 


1 m}? 
E =- o: 
2 3 
1 m? 1 Bot 
E = = — 9)? — m — sa . 
2 Zizi “fire = (1 +8 sin? 0); 


E, = > M4? sin? 6, 


€, 
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Energia cinetică totală a sistemului rezultă prin însumare: 
i 1 i | 
E == ri mlw?(3 +- 8 sin? 0). 


Energia cinetică a sistemului calculată cu ajå i 
Ene: ' ! Jutorul lui fu, plasat î 
O şi avînd viteza unghiulară w, este: drat Plangt tn 


E' = Jut. 
2 
Egalind E cu E”, rezultă: 


mi? 


Ja = (3 + 8sin? 0). 


Dacă se calculează energia cinetică a sistemului cu ajutorul lui Msas 
plasat în punctul A, rezultă: : 


1 1 7 
B= > Mpat? = > m(lw)?. 


Din egalitatea E” = E, se obține : 
Mpa = a (3 + 8 sin? 0). 


Relația dintre cele două mărimi reduse se obține cu ușurință din egali- 
tatea F’ = E”: 


E Ar => Msaţ 04 )2. i 


15.B.13. Să se calculeze forța redusă la articulația A şi momentul redus 
la axul O al elementului conducător, pentru mecanismul bielă-manivelă- 
culisă din figura 15.B.13, a. Asupra sistemului acționează momentul M 
și forța F; se cunosc dimensiunile OA = AB = l, viteza unghiulară œ şi 
poziția dată de unghiul 0. 


Y 


Rezolvare. Noțiunea de „forță redusă”, F,„a este utilizată în teoria 
mecanismelor și a maşinilor (15.B.13, b) şi reprezintă forța de înlocuire 
în articulația A a elementului conducător, perpendiculară pe bara OA, 
a întregului sistem de forțe efectiv aplicate sistemului, astfel încît puterea 
momentană dată de sarcinile active şi puterea forței reduse să fie egale. 


Fig. 15,B.13 
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În, mod similar se introduce noțiunea de „moment redus”, M,a (fig. 
15.B.13, c), acesta fiind momentul de înlocuire la axul O, astfel ca puterea 
momentană dată de întregul sistem de sarcini active să fie egală cu puterea 
dată de momentul redus. 

Puterea dezvoltată la un moment dat de sarcinile active care acţio- 
nează asupra sistemului este: 


P = Mo — Fv, = o(M — F2 sin 0). 
P = FE nuaa = Fudo; P” = M nt. 


Din egalitățile P' = P şi P= P, rezultă: 
Fus = 1 (M — 2Fl sin 0); 


M,a = M — FI sin 6. 
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Capitolul. 16 ni 


TEOREMELE CANTITĂŢII DE MIȘCARE <— 
ȘI. MOMENTULUI CINETIC ia 


16.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


16.A.1. Teorema de variaţie a cantităţii de mișcare 


Folosind aceleași notații de la Capitolul 15 (fig. 15.A.1) pentru siste- 
mele de puncte materiale și cele de la Capitolul 3 (fig. 3.A.3) pentru siste- 
mele ccntinue, se poate stabili următoarea teoremă : 


do mă, =F sau H = A F, (16.1) 
sau ! 
dX mă, = 2r di . (16.2) 


$=1l 1=l 


Sub forma (16.1) teorema se enunță astfel: 


derivata în raport cu timpul a cantității de mișcare a unui sistem de puncte 
materiale esie egală cu suma vectorială a forțelor exterioare care acționează, 
in momentul considerat, asupra sistemului. 


Sub forma (16.2) enunţul teoremei este : 


diferenţiala cantității de mișcare a unui sistem de puncte materiale, actio- 
nai de forje un timp dt este egală cu suma vectorială a impulsurilor elementare 
ale. forțelor exterioare aplicate sistemului. 

Observații. 

Teorema stabilită pentru un sistem de puncte materiale se extinde şi 
asupra unui continuu material. 

Deoarece nu se foloseşte, în demonstrația teoremei, de operaţia de 
alunecare a forţelor pe suporturile respective, adică, deoarece în demon- 
strație forţele sînt reprezentate prin vectori legaţi, teorema este aplicabilă 
şi sistemelor materiale deformabile. 

Forţele interioare nu influențează asupra cantităţii de mişcare totale 
a unui sistem material. 

Dacă se proiectează cantitățile de mișcare şi forțele exterioare pe cele 
trei axe ale triedrului Oxyz, se, ajunge la ecuaţiile scalare : 


Li n n 
d d i 
e ) Mia = ) X, = X; Zi > , MU = Y k 
dt ī=1 4=1 =l 


n 

155 mu = 2 (16.3) 
j=l 

ale teoremei de variație a cantității de mişcare. 
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-16.A.2: Teorema: de conservare a cantităţii de mișcare 


Dacă sistemul de puncte materiale este izolat (forțele exterioare sînt nule) 
sau dacă suma vectorială a forțelor exterioare este nulă, rezultă: 


T Domi =0:; Zy mi =t, (16.4) 


i=l i=l 
deci, cantitatea de mişcare a sistemului se conservă. 
"Observații. | | 
Această teoremă exprimă faptul că ecuația (16.4) este o integrală a 
sistemului de ecuații diferențiale (15.1) privind mişcarea sistemului de 
puncte materiale. | 
Dacă sistemul de forţe exterioare, fără a avea o sumă nulă, are proiecția 
vectorului sumă, pe una din cele trei axe, nulă, de pildă Ox, atunci 
proiectia cantității de miscare pe această axă se conservă, adică dacă: 


SIX =X =0, atunci H; =)> mgpa = c (16.5) 


i=l i=l 


Teorema conservării cantității de mişcare aplicată unui sistem izolat 
de două puncte materiale, cu masele m, şi Ma vitezele în momentul Zi 
J, ŞI J iar în momentul £ > £: 9, şi dz, se exprimă prin: 

MU + Male cau Mid, + Mada, 
adică : | 
Ma(Da — Da) = —m, (7; — 7), 
ecuație care se interpretează astfel : 
modificarea într-un sens a cantității de mişcarea unui punci material 


este egală cu modificarea îm. sens opus a cantității de mișcare a celuilalt punct 
material. Aceasta justifică definiția dată de Engels cantității de mişcare. 


16.A.3. Teorema mişcării centrului de masă 
Se ştie că poziția centrului de masă al unui sistem de 7 puncte mate- 
riale M,(m), î = 1, 2, 3..., n, în raport cu un reper cu originea O (în 
fig. 16.A.1) este dată de: | 
n 
m7, = YO MF, 
izi 
Prin două derivări succesive în raport cu tim- 
pul se obțin ecuaţiile: 


ŞI 
mă, = mă =) F, (16.7) 


Prima ecuaţie are ca interpretare : 


cantitatea de mișcare a unui sistem de puncte 
materiale este egală cu cantitatea de mişcare a Fig. 16.A.1 
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centrului de masă al sistemului, dacă se presupune că în acest punct ar fi 
concentrată masa sistemului, | y mina > dia 
` Cea de a doua ecuaţie reprezintă chiar feorema mișcării centrului de 
AT sarii! | | Csi cula rapel 

centrul de masă al unui sistem de puncte materiale se mișcă întocmai ca 
un punct malerial care ar avea masa sistemului și asupra căruia ar acționa 
toate forțele exterioare aplicate sistemului. 

Observaţii. | siyahi să 

Rezultatele se consideră aplicabile și sistemelor materiale continue și 
deformabile, | 

Forţele interioare nu influențează mişcarea centrului de masă. l 

Dacă sistemul material este izolat sau dacă forțele exterioare au o 
sumă nulă, centrul de masă al sistemului are o mișcare uniformă în raport 
cu un reper inerţial (mişcarea centrului de masă al sistemului solar). 


16.A.4. Teorema de variație a momentului cinetic 
al unui punct material 


Se demonstrează relația : 


Zg m yP e | | (16.8) 


care exprimă /corema de variație, adică : 
derivata în raport cu timpul a momentului cinetic al unui punct material 
față de un punct fix este egală cu momentul față de același punct al rezultantei 


forțelor aplicate punctului. 


Din (16.8), înmulțind scalar cu îi, versorul unei axe (A) care trece prin 


punctul fix O, sc obține: 


— (F x mda = (7x F)üū 


şi se deduce teorema de variație a momentului cinetic în raport cu o axă 
fixă: i. ke j iti S l 
16.A.5. Teorema de variație a momentului cinetic 


al unui sistem de puncte materiale 


Se demonstrează următoarele: 


3 


X (mō) = 237 X R = Mo (16.9) 


și pe kaza notaţiilor cunoscute : 

| + Ky= Mo respectiv Ka = Ma, 
adică : derivata, în raport cu timpul, a momentului cinetic al unui sistem 
de puncte materiale, față de un punct fix sau față de o axă fixă, este egală 


cu momentul rezultant, față de punct sau axă, al fortelor exterioare aplicate 
sistemului de puncte materiale. | | 
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Observaţii. 

_ Se consideră extinsă aplicabilitatea teoremei şi asupra unui siste 
material continuu. sere 

Forţele interioare nu influențează asupra variației momentului cinetic. 

Teorema momentului cinetic în raport cu o axă fixă are și o expre ic 
scalară preferabilă în aplicaţii. cit 

Dacă sistemul material este nedeformabil şi are o mişcare de rotaţie 
în jurul axei fixe şi dacă Ja este momentul de inerție al sistemului in raport 
cu axa, © cu scalarul œw reprezintă viteza unghiulară, iar Ma cu scalarul 
Ma este momentul rezultant față de axă al forţelor, relaţia: 


Ja: o = Ma (16.10) 


rezultată din aplicarea teoremei este ecuația fundamentală a mișcării unui 
solid rigid cu o axă fixă (A). 

Ea îndeplineşte același rol ca şi ecuația mă = F în mișcarea de translație 
a solidului rigid. 

Scriind (16.10) sub forma: E 

T | Ma * 
o n, 
JA 

se găseşte justificarea definiției date momentului de inerție în raport cu 
axa (A) ca: măsura imerției solidului rigid în mişcarea de votaţie în jurul 
axei (A). | 


16.A.6. Teorema momentului cinetic in raport cu centrul de masă 


Se demonstrează următoarea teoremă auxiliarăi:. 

momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale faţă de un punct 
fix este egal cu momentul cinetic al centrului de masă în care ar fi concen- 
rată masa sistemului, adunat cu momentul cinetic al sistemului în mişcarea 
sa în raport cu un veper Cu originea în centrul de masă și cu axele paralele 


cu cele ale veperului fix, adică: 

iet Rox > (16.11) 
din aceasta se deduce: Da 
BR = 3 x Fi =, (16.12) 
unde P; este vectorul de poziţie al punctului de masă m, în raport cu 


reperul cu originea în centrul de masă. DE 
Ecuația (16.12) extinde valabilitatea teoremei momentului cinetic ŞI 


faţă de centrul de masă al sistemului. 


16.A.7. Teorema de conservare a momentului cinetic 

Dacă sistemul de puncte materiale este izolat sau este astfel acționat încit 
momentul rezultant, faţă de punctul fix O, al forțelor exterioare aplicate 
sistemului este tot timpul nul, | | 


as j [i 
Ko = O7, X mă =T, (16.13) 
i=l 
momentul cinetic față de O se conservă. 


e 


4 i di 
1 Este teorema I a lui Koenig (1712—1757) matematician olandez. 
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Observaţie. 

Această teoremă exprimă faptul că ecuația 
primă a sistemului de ecuaţii diferenţiale (15.1) 
de puncte materiale. | PE 

Dacă momentul rezultant al forțelor exterioare aplicat unui sistem de 
puncte materiale, față de axa fixă (A), este nul, momentul cinetic al siste- 
mului în raport cu axa (A) se conservă: 

“Dacă se alege ca reper una din axele sistemului Oxyz, de pildă Oz, con- 
servarea momentului cinetic față de această axă se exprimă prin relația : 


(16.13) este încă o integrală 
privind mișcarea sistemului 


n 


K, = JD (xp — Wim = 293 mO, = C, (16.14) 


t=1 i=l 


adică legea ariilor. Dacă în timpul mişcării unui sistem de puncte materiale, 
momentul vezultant al forțelor exterioare față de o axă fixă este nul, proiecţiile 

umctelor sistemului pe un plan perpendicular pe axa fixă se mișcă astfel 
încît suma produselor maselor puncielor cu vitezele areolare ale proiecțiilor 
lor, în raport cu intersectia axei'cu planul, este constantă. 


Observație. 
- Un caz particular al acestei legi se întilneşte la mișcarea punctului 
material acționat de o forță centrală. 


„16.B. APLICAŢII LA TEOREMELE CANTITĂŢII DE MIŞCARE 
ŞI MOMENTULUI CINETIC 


< 16.B.1. Să se determine traiectoria unui punct material de greutate 
G, aruncat din vîrful unei clădiri de înălțime / cu viteza J, orizontală (fig. 


16.B.1). i 

Rezolvare. Asupra punctului material în mișcare, neglijînd rezis- 
tența aerului, acționează o singură forţă : greutatea G. Cu teorema cantității 
de mișcare se obține pentru un moment oarecare $ al mișcării : 


Fig. 16.B.1 
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Proiectind pe axele xOy, rezultă : 


pee d | G G a. 
i dt 2g) d EA 
d (6. G a 
"ai (23) cu pisi pi, Si = 


Prin integrare: 
=0; =C; æ= Ctt Cu 


Lă + . $ . 
=e: y= et Cui = et Cat Ce 


Determinarea constantelor de integrare se face cu ajutorul condițiilor 


inițiale : 
la : 4=0; x=0; Ww=ă=v; 
y = vu=ġ=0. 


Deci: , | 

Ci = 0 $ Gi — Vo i 

Ca = h; Ci = 0. 

înlocuind în expresiile lui x şi y, se găsesc ecuaţiile parametrice ale traiec- 

toriei : 
PL 

x =v; J= aeo DA 


Eliminînd parametrul t se obține ecuația traiectorici : 


16.B.2. Două corpuri A şi B de greutăţi P și Q legate printr-un fir, 
care trece peste un scripete fără greutate, pot aluneca pe fețele unei prisme 
fixe, coeficientul de frecare fiind p. Să se afle acceleraţia a, cu care se mișcă 
sarcinile, dacă se cunosc unghiurile æ şi P (fig. 16.B.2). 
Rezolvare. Se izolează corpurile de legături. Asupra lui A acțio- 
nează: greutatea P, reacţiunea normală N,, tensiunea din fir 5, şi forța 
lan cu viteza v. Asupra lui 


de frecare 


T,. Se presupune că A urcă pe p 
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acționează : greutatea Q, tensiunea din fir 5, egală în modul cu S,, forţa 


de frecare T şi reacţiunea normală N. B coboară cu viteza 7, egală în 
modul cu 7, datorită legăturii cu fir. Aplicînd corpurilor teorema cantităţii 
de mişcare, se obține : 


3 (2â)=P+ S + M, + Pa unde: |31| = [3] =v; 
IS] = |5 = 5S; 
a m a a i ~ 
Proiectînd ecuațiile pe axele xOy, rezultă : 


B auien d 21% Ba = Qsinp- T,— S; 


E 
0=N, — Pcosga; 0 = N, — Qros ß; 
Tı = uN,; © Ta =N, 


Scoțînd S din fiecare sistem și egalînd cele două relații, se obține: 


Q(sin 8B — u cos B) — P (sin œ + p cos a) | 
PQ 


"16.8.3. La capetele unei grinzi drepte omogene, de lungime } și greu- 
tate G, care se mișcă pe un plan orizontal, neted, acționează de-a lungul 
axei sale două forţe P şi Q. Să se afle acceleraţia grinzii şi tensiunea într-o 
secțiune transversală oarecare, dacă P > Q (fig. 16.B.3). 


4 =g 


Rezolvare. Asupra grinzii acționează greutatea G, forțele P și Q 
date şi reacţiunea normală N a planului, necunoscută. Grinda se va deplasa 
în sensul lui P, cu accelerația d. Se aplică teorema cantității de mișcare: 

4H < vă = 
ay =E rhs G ar N i 


Fig. 16.B.3 


230 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Proiectînd pe axele xOy ecuația vectorială, se obține : 


Ca PU; 
E i : 
0=WN-G, 
de unde: | j 
N =G, qagan, 


Tensiunea, în secțiunea aflată la. distanța x de punctul de aplicaţie al 
forței P, se determină izolind porţiunea de grindă de lungime x, deci de 
greutate G, =G- care se mişcă cu accelerația a, determinată. Aplicînd 
teorema cantității de mișcare aici, rezultă : 

D= P+5+6.+Ne 
t 


Pe axele xOy se obține: 


a | 


£ -aa g, 
de unde; seu) bi 
S'= P — Ž (P — Q). 


16.B.4. O pană de unghi « şi greutate P se sprijină cu o parte pe un 
perete vertical neted, iar cu cealaltă parte pe o prismă de greutate Q, 
care alunecă fără frecare pe un plan orizontal. Să se determine accelera- 
ţia ã a penei şi accelerația. d, a prismei (fig. 16.B.4). 


Fig. 16.B4 
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Rezolvare. Se studiază mişcarea sistemului de corpuri în translație 
cu teorema cantității de mișcare aplicată separat fiecărui corp, după ízo- 
larea acestora şi introducerea reacțiunilor normale No Ni A N NG 
Scriind teorema cantității de mișcare pentru pană și prismă: 


PAN +N, Tsg tN" +N, 


unde 


o MIN" EN. 
Faţă de axele xOy rezultă ecuațiile scalare : 
pentru pană: 0 =N, — N cos «; 
-ns —P+Nsin d; 


pentru prismă : Ea = N cos a; 


Sînt 4 ecuații cu 5 necunoscute. Se mai găsește o ecuaţie din faptul că 
vitezele celor două corpuri sint dependente, corpurile rămînind tot tim- 
pul în contact. Deci: 

vı Sin % = V COS & 


sau, prin derivare: d, tg a = as. 
Rezolvînd ecuaţiile rezultă : 


Pi Pe ; — Petsa , 
1 PQtga’ ” P+Qtgea 


16.B.5. Două bărci de greutăți egale Q se deplasează una după alta la 
distanță mică, cu aceeaşi viteză 7. Din prima barcă se aruncă în cea de 
a doua o greutate G cu viteza îi. Care sînt vitezele celor 2 bărci după arun- 
carea greutăţii, neglijînd rezistenţa aerului și a apei (fig. 16.B.5). 

_ Rezolvare. Asupra sistemului format din cele două bărci de greutate 
Q şi a greutății G acționează numai forțe verticale: greutățile şi forțele arhi- 
medice. Aplicînd teorema de variaţie a cantității de mişcare fiecărei bărci, 
rezultă : 

SX =0; = =0; = e A 


Cantitatea de mișcare se conservă. 


— ——— 
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„8uue>S NIJO uim pauue»s 4 


i “Proiectînd pe orizontală și verticală, în raport cu un sistem de axe 
legat de punctul de unde face săritura, rezultă : cât S 


SEL hary şi = G + P), 


deci : 


J = —g; ý= gi PC y= =g + Ct H Cu 
Xa momentul inițial, avem : | 


t=0 ž=v cosa; y=: 


Deci: 
C, = vo COS a: Cy =(; 


Ca =v sin a; Ca = 0, 
Ecuațiile parametrice ale traiectoriei sînt : 

i 
x = (Vo cos a)t; `y = -g+ + (vo sin a)t. 


Înălțimea maximă este : 


va sin? a 


îl aa a a n aie 
iar abscisa ei: 
Ă Aaa vè sin 2a 
Xa = == 
2 2g 


În momentul aruncării greutății P, se produce conservarea cantități 
de mişcare pe orizontală. Viteza omului devine v: 


P 4G G l 
Ei Aa Vg COS a= 2v E (vo cos a + u), 
& & 


de unde: 


F 
Vi > Vo COS a — —4, 


Ecuațiile mișcării după atingerea punctului de înălțime maximă, în 
raport cu sistemul de axe ce are origina în abscisa punctului respectiv (A), 
sint : | | | 
și integrînd ca în cazul precedent şi cu condiţiile inițiale, 

t=0; m=0; =; 


u3 sinda . 
Pi S Yan = ,: W=0; 


2g 
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rezultă : 
vă sin? a n 
Xy = vt = +08 
1 1% Yi 2g 2 
de unde bătaia va fi: 
i 
xi — Wisina, 
8 


Distanţa cu care scade săritura este: 


A va sin 2a | 
g 2g 


P vo sin 
Ax = Xa — Vu = (=v cos g +- ra n) ph kaanib 


P AT 
Ax = — vt sin a, 
gG 


16.B.8. Două puncte materiale de greutăți P și Q se află la momentul 
inițial pe aceeaşi verticală, la distanțele a și b de pămint (a < b). Primul 
punct are viteza inițială zero, iar al doilea viteza Ūū, pe orizontală. Se cere 
traiectoria centrului de masă al sistemului celor 2 puncte materiale. 

Rezolvare. Se aplică teorema mișcării centrului de masă. La un 
moment oarecare /:. 
d La aata 
supur (M3-) = P F Q. 
dt 
Alegînd solul drept axă Ox, iar verticala poziției inițiale a punctelor ca 
axă Oy, se obține: | 
PHa + PHQ., 
ho =0 şi e = —(P + Q). 
hers wei g 
Integrînd, rezultă : 


i že = Ca; Ye = —8t + Ca; 
xo = Ct +H Ca; Yoe = =g” + C + Cu 


i 


z1 s aee ecrgitile initiele : > 


t= 0; >X =0 şi (ve) =0 
şi 
Pa + Qb. i i : 
Ye = ———— din teorema momentelor statice. 
PQ. i 
Pentru găsirea vitezei (ve )o se aplică conservarea cantității de mişcare 
pe orizontală la momentul inițial: | l 


t 


Q Q +P 
P Vo F g (ve) 02 
de unde: 
Voo g 
(vo,)o paR PR 
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Se determină constantele de integrare: 


Q i 
C Bar meme |] ; Ga za () . 
1 Q+ P 0) d $ 
4 dq - b 
C, sot 0; Can to 
PHQ 
deci ecuațiile parametrice ale mișcării centrului de masă sînt: 
Q p Pa + Qb 
Xni 22 Y t i = [f — M t 
(4 Q <P 0“ > Yo E 2 eE P+9 


Eliminînd parametrul ż, rezultă că centrul de masă al sistemului descrie 
o parabolă: 
QHP ay Pato, 


c 


=E 
Ja 2 Qui P+ 

16.B.9. O barcă de greutate G şi lungime Z stă în repaus atingind cu 
prova debarcaderul. Un om care se găsește în acest moment la mijlocul 
bărcii se deplasează spre mal. Să se determine cu_ce distanță se va depăr- 
ta barca de debarcader, greutatea omului fiind P (fig. 16.B.9). 


Rezolvare. Se aplică teorema mișcării centrului de masă al sis- 
temului : 


T (Mī) =P+G+A, 


unde Ñ este forța arhimedică exercitată de apă asupra bărcii. Proiectind 
pe axele xOy se observă că pe orizontală se produce conservarea cantității 
de mișcare: : 


d, P4G 


sl 
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Deoarece la momentul iniţial sistemul era în repaus, rezultă : 
| i=0; (vo )o = Cu =0, 
deci rămîne : N. Mia 
| Vo, = 0. 
În raport cu axele xOy, viteza centrului este: 
Yo, = Šo == 0, 
de unde : 
Xo == Ca = ct 
Teorema momentelor statice permite determinarea constantei, decis 
zat ljk 


Centrul de masă al sistemului va rămîne deci în repaus, indiferent ce 
mişcări vor executa corpurile din sistem. Cînd omul se va deplasa la prova 


bărcii, barca se deplasează cu x: 


Px + cli d, x) a hO 


de unde: 4 
__ Px+GU2+ 2). 
OC  P+ọ, 
Punînd condiția să avem același centru de masă ca în cazul precedent, 
rezultă : | x 
— PI . 
~ AP +G) 


16.B.10. Un pendul este lăsat să oscileze în planul vertical, din poziția 


inițială OM (fig. 16.B.10). Lu 
Cunoscînd masa m a punctului material şi lungimea 7 a firului, să se 


determine perioada micilor oscilații. 

Rezolvare. Se izolează punctul material, asupra căruia vor acționa 
greutatea mg şi tensiunea în fir S. Se aplică teorema de variaţie a momen- 
tului cinetic în raport cu centrul de rotație O: 

Joo = —mgl sin 0, 


unde : Jo = Pm este momentul de inerție al punctului 
material în raport cu O,’ 

Înlocuind o = 0, rezultă ecuația diferențială a 
pendulului simplu ; 


6 + sin 0=0, 


Deoarece în cazul micilor oscilații sin 0 % 0, ecuaţia 
devine: 


j+£o=o. 
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= Integrala generală este: 


0 =C, cos 4/2 i 4- Ca sin y= f, 
Punînd condițiile inițiale, rezultă constantele de integrare: 
Gi Hs 0; C; = 0. 


S Înlocuind, se obține ecuația : 


0 = 0, cos. r: b, 


care reprezintă o mişcare oscilatorie armonică cu perioada: 


e pă Ciu în 


Ëa ; | p ..; 
Cum o, = Vi p rezultă: T= my4 . 
s E 


16.B.11. O bară OA`cmogenă, de greutate P și de lungime 7, avind o 
articulație fixă la capătul O, este lăsată să cadă fără viteză inițială din 
poziția orizontală (fig. 16.B.11). Să se determine viteza unghiulară şi 

accelerația unghiulară în “mişcarea de rotație 
y a barei. - | 


(1-0) Rezolvare. Se aplică teorema de va- 
riație a momentului cinetic în raport cu axa 
perpendiculară în O pe planul mișcării: 
peri l PP 
Joo = P—cos 0, unde J=—-—: 
2 p95 


t 


be pulii 
o = 2 cos 0, 
21 


A Rezultă : 
Fig. 16:B.11 


4 adu .. Tiji 4 .. 3 
dar: œ = 0; deci: 0 = Zi cos 0. 


Înmulțind cu 20 şi integrînd, se obţine: 


3g . 
W = y* sin 0. 


16.B.12, Un disc omogen de masă M şi 
rază R, aflat în repaus, se poate roti într-un 
plan orizontal în jurul unci axe A, perpendicu- 
lare în centrul O pe planul discului. Pe periterie 
se găseşte un punct material de masă m. Punc- 
tul porneşte din poziţia A şi se deplasează pe 
periferia discului cu viteza v (fig. 16.B.12). Să 


se determine viteza unghiulară w a discului, 
Fig, 16.B.12 funcţie de v. 
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"Rezolvare. Fiind paralele cu axa (A), forțele exterioare vor avea 
momente! nule în raport cu aceasta. Se va aplica deci teorema conservării 
momentului cinetic al sistemului disc-punct material, în raport cu axa (A), 
în ipoteza că mișcările au același sens: 

MR? 


a e -- Rmv, = C = 0, 


unde v, este viteza absolută a punctului. 
Cum | ö, = Ü, F7, 


unde |7, | =v şi |7, | = WR, vectorii J, şi 7; fiind coliniari, 
rezultă : 


ZT a + Rili aR) = 0. 
De unde: ) 
A e 
(M + 2m) R 


adică rotația discului se produce în sens contrar mişcării punctului mate- 
rial, viteza unghiulară fiind proporțională cu viteza relativă a punctului. 


16.B.13. Un disc omogen de masă M şi rază R se roteşte într-un plan 
orizontal în jurul unei axe A, perpendiculare în centrul O pe planul discu- 
lui. În momentul inițial, cînd viteza unghiulară a discului este wọ, un punct 
material de masă m începe să se deplaseze pornind din centrul discului 
pe raza OA cu viteza v constantă (fig. 16.B.13). Să se calculeze viteza 
unghiulară a discului în funcție de distanța 7 a punctului de centrul O, 
în ipoteza că se neglijează frecările. | | 


Rezolvare. Forțele exterioare fiind paralele cu axa (A), momentele 
lor în raport cu aceasta sînt nule. Se va aplica deci teorema conservării 
momentului cinetic al sistemului disc-punct material, în raport cu axa (å). 

Viteza absolută a punctului material la un moment dat este v, = 7, + V, 
unde v, =v este viteza relativă, după rază, iar v, = or este viteza de 
transport, perpendiculară pe rază. 

Momentul cinetic al punctului material, în 
raport cu axa (A), este: ka = rmv, = mr?o, de- (a) 
oarece momentul componentei mọ, este nul, m7, 
fiind în același plan cu axa (A). 

Scriind teorema de conservare a momentului 
cinetic al sistemului în raport cu axa (A), se ob- 
ține: A 
MN2 MR? 
Og = 


o + mro = C. 
De unde: 

] : Og 

0 = e 


ne 


M \ R 


Deci, viteza unghiulară a discului se micşo- 
rează odată cu apropierea punctului material de 
periferia discului şi, invers, se măreşte odată cu 
apropierea punctului material de centrul discului. Fig. 16.B.13 
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16.B.14. O bară AOB în formă de unghi drept se poate roti în jurul 
„laturii sale verticale AO (fig. 16.B.14). Pe latura orizontală OB, la distanța 
a de punctul O, se găseşte o culisă C de masă m. Se imprimă . sistemului 
o viteză unghiulară wọ în jurul axei OA. Să se afle relația dintre viteza 
unghiulară œ a sistemului și distanța OC = x, dacă momentul de inerție 
al barei în raport cu axa OA este J. 


Rezolvare. Momentele forțelor exterioare în raport cu axa de 
rotație fiind nule, se aplică teorema conservării momentului cinetic al 
sistemului bară-culisă în raport cu axa AO. 


Joo + mog? = Jo + xmox. 
Rezultă : 
; a J + ma? i 
-J +4 ma 
16.B.15. Se dă sistemul de corpuri din figura 16.B.15, format din 
prismele (1) şi (2) de greutăți Q, respectiv 20, şi troliul (3) avînd razele R, 
„respectiv 2R şi momentul de inerție J în raport cu axa sa de rotație, per- 
pendiculară în O pe planul figurii. Masa firului și frecarea din articulaţia O, 
precum și frecarea dintre fir și roată se neglijează. Sistemul se află inițial 
în mișcare, sensul fiind determinat de prisma (2) care coboară. În momentul 
considerat inițial, se rupe firul prismei (2). Să se studieze mișcarea siste- 
mului rămas în continuare. i 


0) 


Rezolvare. Se aplică teorema de variație a momentului cinetic 
în raport cu axa perpendiculară în O, pentru sistemul rămas după ruperea 
firului, sistem format din corpurile (1) şi (3). 


[Jo +REoR)= -Q - R 


Rezultă: 
sik 0) EET IE] > 
| JATE 
iar: 
cărti: 0 
CE 
E 


Fig. 16.B.14 
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Mișcarea prismei (1) este ascendentă încetinită. Sis- 
temul se va opri la un moment dat, după care sensul 


mișcării se va schimba, prisma (1) va cobori avind o. 


mişcare accelerată, cu accelerația : 
QR? 


I+£ m 
8 


q == 


. 


16.B.16. Pe periferia unui disc omogen, de greutate 


Q şi rază R, este înfășurat un fir de masă neglijabilă, a 

„cărui extremitate este fixată în punctul A (fig. 14.12). 
Dindu-se drumul la disc, să se determine accelerația cu 
care coboară centrul O al discului și accelerația un- 
ghiulară. | 


Fig. 16.B.16 


Rezolvare. Discul are o mișcare plan-paralelă. Considerînd că 
firul nu alunecă în raport cu discul, centrul instantaneu de rotaţie se găseşte 
în punctul I (fig. 16.B.16). Notind cu v viteza centrului O şi cu œ viteza 


unghiulară, se poate scrie : _ 
y=oR. 


Se izolează discul și se aplică teorema de variație a momentului cinetic 
în raport cu axa instantanee de rotaţie, perpendiculară în I pe planul mişcă- 
rii. Pentru aceasta se calculează întîi momentul cinetic al discului în raport 


cu punctul I, utilizînd teorema I-a a lui Koenig : 


K, = K+ RE, 


unde : 
R? 
K, e. dar w=oR 
P g 2 
Rezultă : 
__ SQR2 
I 2g 


Se scrie teorema de variație a momentului cinetic în raport cu axa 


„perpendiculară în I: 


30R? . 
2 w'= OR, 
aB., 
de unde: 
z 2 
o=, 
3R 


aý i i 
Acceleraţia centrului discului este a = E 


16 — Probleme de mecanică 
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Capitolul 17 
TEOREMELE ENERGIEI MECANICE 


17.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


17.A.1. Teorema de variație a energiei cinetice 


Pornind de la teorema variației energiei cinetice a punctului material 
acționat de o forță (15.7) și folosind notaţiile de la Capitolul 15 (fig. 15.A.1), 
pentru sistemele de puncte materiale, se ajunge la forma diferențială a 
teoremei : 


d ma? =) F, . d7, + DISA d7, (17.1) 
© i=l i=l i=1 UZ 


sau : l 
dE, = AL, + AL, (17.2, a) 


adică : diferenţiala energiei cinetice a unui sistem deformabil de n puncte 
materiale este egală cu lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare şi al 
celor interioare sistemului pentru toate deplasările punctelor sistemului în 
intervalul de timp dt. i 

Calculînd lucrul mecanic elementar al forțelor interioare, se găsește, 
pentru sistemul de n puncte materiale, expresia scalară : 


AL. = Rudy, (17.2, b) 
unde: F, sint scalarii forțelor interioare în raport cu versorii y (i < j) 
ai axelor M,M, (i < ĵ), iar 7y = [7] adică distanța M,M,. Suma conţine, 


din toate combinaţiile luate cîte două a celor # puncte materiale, numai 
pe acelea în care i < j. 


Observaţii. » 

Dacă forțele interioare sînt atractive Fu > 0 şi dacă distanța MM, 
se micşorează AL, > 0 şi invers, AL, <0 dacă distanța MM, se 
măreşte. Dacă forțele interioare. sînt repulsive Fy < 0 și dacă distanța 
M,M, se măreşte AL, > 0 şi invers, ALm <0 dacă distanța MM, se 
micşorează. 

Din teorema energiei nu sînt eliminate forțele interioare: cle dau lucru 
mecanic. 

În cazul modelului de solid nedeformabil, se pot considera neglijabile 
deformaţiile și, în consecință, lucrul mecanic al forțelor interioare devine 
neglijabil, iar teorema se exprimă, după integrare, sub forma : 


k: = E, o E AER (17.3) 


adică : variația energiei cinetice a unui sistem material nedeformabil, între 
momentul inițial t şi cel final t', este egală cu lucrul mecanic total al fortelor 


exterioare aplicate sistemului, pentru deplasarea corespunzătoare intevalului 


de timp considerat. 
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17.A.2. Teorema energiei cinetice în raport cu centrul de masă 


Folosind teorema Il-a a lui Koenig (Cap. 15), teorema mișcării centru- 
lui de masă (Cap. 15) şi figurile 15.A.5, I6.A.1, se demonstrează că: 


dE, = Paz, + 3 (Pa) ap, y at wb (ponei 


adică: diferenţiala energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale în 
raport cu reperul cu originea în C, centrul de masă al sistemului, cu axele 
paralele cu cele fixe, este egală cu lucrul mecanic elementar al fortelor exte- 
rioare şi al celor interioare pentru toate deplasările punctelor, în timpul dt, 
față de reperul considerat. 


17.A.3. Teorema de conservare a energiei mecanice 


Definitii. Un sistem material se numeşte conservativ dacă forțele inte- 
rioare ale sistemului derivă dintr-o funcție de forță U, funcție depinzind numai 
de poziţia în spațiu a particulelor sistemului, concepute ca puncte mate- 
riale. E 

În consecință, lucrul mecanic elementar al forțelor interioare este o 
diferențială exactă și se poate scrie AL,,, = dU, iar pe baza definiției ener- 
giei potențiale (£,) dată la Capitolul 15, ALm: = —dE,. 

Deşi energia potențială este o măsură a unei forme nemecanice de 
mișcare a unui sistem material, deoarece această măsură caracterizează 
capacitatea trecerii acestei mişcări într-o formă mecanică, se obișnu- 
ieşte a se denumi: suma energiei cinetice și a energiei potențiale a unui 
sistem ca energie mecanică totală a sistemului: E, + E,. 

În aceste condiţii, teorema de variaţie a energiei cinetice: dE = AL,., + 
+ AL, se scrie, pentru un sistem material conservativ, sub forma: dE, = 
= AL, — dE,. Dacă AL, = 0, 


d(E, + E) =0 şi E, +E, =C, pe i 


adică : dacă forțele exterioare care acționează asupra unui sistem material 
conservativ nu produc lucru mecanic, pe un interval de timp, energia meca- 
nică totală a sistemului se conservă în acel interval de timp. 


Observaţii. 

“Teorema de conservare. a energiei mecanice, în cazul unui sistem con- 
servativ, exprimă prin ecuaţia (17.5) cea de a treia integrală primă a siste- 
mului de ecuaţii diferenţiale (15.1) privind mișcarea sistemului de puncte 
materiale. 

Un exemplu de verificare a teoremei de conservare a energiei mecanice 
poate fi modelul satelitului captat, în cazul în care P descrie o elipsă cu 
centrul O al lui S, plasat într-unul din focare (Cap. 15). | 

Se mai pot găsi, chiar experimenta și alte modele care, teoretic, sînt 
concepute ca exemple pentru verificarea teoremei de conservare a energiei 
mecanice. Însă experimentele de laborator au dovedit că mişcarea meca- 
nică trece ireversibil în alte forme nemecanice : mișcare termică, deformație 
neelastică ete. După un timp, relativ redus, de funcționare a sistemului, 
energia mecanică a sistemului se anulează, adică forma nemecanică (energia 
potenţială) și forma mecanică (energia cinetică) trec în alte forme de mișcare. 

În aceste condiţii se ajunge la principiul fundamental al fizicii: princi- 
piul conservării materiet şi energiei. 
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17.B. APLICAŢII LA TEOREMELE ENERGIEI MECANICE 


17,B.1. Un lanţ omogen de lungime £ şi greutate p pe unitatea de Iun- 
gime se reazemă cu frecare pe un plan orizontal, În poziţia inițială o por- 
țiune de lungime 7, a lanţului atîrnă pe verticală (fig. 17.B.]). Să se cal- 
culeze valoarea } pentru care lanțul începe să se miște şi viteza lanțului 
în funcție de lungimea porțiunii sale de pe verticală, coeficientul de frecare 
între lanț și plan fiind p. 


Rezolvare. În momentul inițial x = 4. Pentru începerea mișcării, 
trebuie ca: Pl, > p(l — li). Deci: 
ul 
y 


Lanţul pleacă din repaus la x = h, deci E, =0. , 
Pentru x > l, lanțul este în mișcare cu viteza v, deci: 


l > 


1 pi 
2 g 


Lucrul mecanic efectuat de forțele ce acționează asupra lui este: 
Lia = È [px — ip — a) Jdr = PE [UL + ale Hh) — 21, 
h 


Aplicînd teorema energiei cinetice, rezultă : 
"i è 
o = J EER car (a 1) — aul. 


17.B.2. Se dă bara omogenă OA = l de masă m care se poate roti tără 
frecare în jurul articulației din O (fig. 17.B.2). In poziție inițială, bara este 
înclinată cu unghiul a deasupra orizontalei ce trece prin O. Să se găsească 
legile de variație ale vitezei unghiulare și accelerației unghiulare în funcție 
de 0 şi valorile lor maxime, dacă în momentul inițial bara se găseşte in 
repaus. | 


“Rezolvare. Energia barei în poziţie inițială este nulă: 
E, = 0. 
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În poziția următoare bara este în mișcare cu viteza unghiulară w şi! are 

energia cinetică : ți: iaoa ur ' 

4 BARI ml? 
— ù. 

3 


1 å 1 
E, Tdi g 


Lucrul mecanic- efectuat între cele două poziţii este: 


Lı, = mgh = mg + [sin a + sin(0 — a)] = mgl sin 2. cos E, — a) ; 


Aplicînd teorema energiei cinetice: 
1 ml: 3 „0 0 
— — w? = mgl sin — cos | ~ — a 
2 3 2 2 


se obține: 


17.B.3. Se dă sistemul de corpuri din figura 17.B.3, format dintr-un 
scripete fix de greutate P și rază R și un corp de greutate G. Sistemul 
pleacă din repaus și are după un anumit timp Ep energia cunoscută Eo. Să 
se calculeze to și drumul xo parcurs de greutatea G în acest interval de timp. 


Rezolvare. În momentul inițial energia cinetică a sistemului este: 


E, = 0, 


După un anumit timp de la începutul mișcării, viteza corpului G este 
v, iar energia sistemului este: 


R? y? 2 
F yya TEINE SEE p) 
£ . 
Aplicînd teorema energiei cinetice 
T (2G + P) = Gx 
4g 


şi derivînd ecuația obținută, “rezultă : 


` i a 28G 
2G + P 
Legile mișcării lui G sînt: 
2 E. e 
y = 40 Ii „de gG =t’, 
2G + P 2G + P 


Introducînd în expresia lui E, expresia vitezei şi no- 
tind E, = Ep, rezultă; 


y E (2G + P) 
n = VE - 
gG? 
E 


Drumul parcurs este xp =: 
G Fig.17.B.3 
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17.B.4. Bara AB = l (fig. 17.B.4) omogenă de masă m, se reazemă fără 
frecare cu capătul A pe un plan orizontal. Lăsată liberă în poziție verticală 
(4'B'), ea începe mișcarea fără viteză iniţială. Să se calculeze viteza cen- 
trului de greutate al barei funcţie de înălțimea sa y deasupra planului. 


= Rezolvare. Deoarece bara pornește din repaus, E, = 0. Bara are 
o mișcare plană. Notînd cu v viteza centrului său de greutate la înălțimea 
y, rezultă: | 


O = ô = m j 
y= Ay 
Energia cinetică în această poziție este : 
1 1 H? 2 2 3(4]13 — 
E, = m 2 Jet sd mut pe APE 4 __ MAP — 127) 
2 2 2 2 12 12 — 4y 6l — 432) 


Lucrul mecanic efectuat de greutatea barei din poziția inițială pină la 
înălțimea y este: ` l | 


Lie F mes r. >) . 
mi 2 
- Aplicînd -teorema. energiei cinetice, rezultă : 


EAEE 
2 2 — 3y? 


17.B.5. Se dă sistemul de bare omogene, articulate, din figura 17.B.5 
unde 0,4 = 0,B =] şi 0,0, = AB = 2]. Sistemul porneşte din repaus 
la 0, = z:/6 şi se mişcă liber sub acțiunea greutăților barelor. Să se stabi- 
lească legile w = o(0) şi o = &(9). 


Rezolvare. Deoarece sistemul porneşte din repaus, E, = 0. Barele 
O,A şi OB au mișcări de rotaţie cu viteze unghiulare egale. Fie œ viteza 
lor comună la un moment dat. 

Bara AB are mişcare de translație cu viteza v, = lo. 

Energia sistemului la un moment dat este: . 

4 Gan 


= Po = ——u2. 
2de- Se 


int Big. 178.4 Fig, 17.B.5 
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Lucrul mecanic efectuat de greutăţile barelor între 0,= x/6 şi 0 este: 
TP 1 PI 3 A DM 1 
Lia = 26 (sin t= =) + 2GI (sin 0 7) = 3G! [sin 0 — A]. 


Aplicînd teorema energiei cinetice, se obţine: 


cp = 2 (2ean — i), 
2 2 


__ 9gcos0 
8i 


iar prin derivare: 


(6) 


Valoarea maximă a lui œ(0 = z/2) este: 


i pese 
w=>4/£. 
Va 


17.B.6. Se consideră sistemul de corpuri din figura 17.B.6 acționat de 
un cuplu de moment My. Să se calculeze accelerația corpului G. 


Rezolvare. Pentru calculul accelerației, se poate considera că 
sistemul porneşte din repaus, deci E, = 0. Considerind că la un moment 
dat de la începutul mișcării corpul în translație a parcurs drumul x, și are 
viteza v, rezultă vitezele celorlalte corpuri în funcție de v: 


t, 
Q, = R i 
Energia cinctică în acest moment se compune din: 
— energia corpului în translație : 


— energia cinetică a scripetelui cu axa 


fixă: > 
put SR as. P ; 
l 9 2” 27... .: S 
q 
G 


În acest interval, lucrul mecanic este: 


Lre în 4 Ie = z 
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Aplicînd teorema energiei cinetice, 


| 4g R 
şi derivînd, rezultă : 
iii 4g(Ma — GR) 
i 9GR 


17.B.7. Se dă sistemul de bare articulate din figura 17.B.7 (0OA=AB=?), 
aflat inițial în repaus la y = h. Să se găsească viteza punctului A pen- 
tru o poziție a sistemului dată de y. 


Rezolvare. Energia cinetică a sistemului în momentul inițial este 
E, = 0. La un moment dat viteza unghiulară w a barei OA şi viteza instan- 
tanee de rotaţie a barei AB sînt egale, energia cinetică a sistemului fiind : 


1 1 
E, SR 2 a w2, 


unde- 
LG) 
Jo = g 
J= gE rp Sere 
12g g 3g 
Deci: 
E; = Se. (2 + 33°) 
3g 


Lucrul mecanic între cele două poziții ale sistemului este 
Lia = G(h — y). 


Aplicînd teorema energiei cinetice şi notînd v, = lo, rezultă: 


saiyan, 
B4 3y 


Cînd A atinge solul (y = 0) se obține v, = AN3gh 


LA 


IN 


Fig. 17.B.7 
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Fig. 17.8.8 | p Fig. 17.B.9 


17.B.8. Se consideră sistemul de corpuri omogene din figura 17.B.8 
care pornește din repaus sub acțiunea greutăților proprii. Discul de pe 
planul orizontal se rostogolește fără alunecare, coeficienții de frecare de 
alunecare şi de rostogolire sînt u respectiv s. Să se calculeze accelerația 
corpului de greutate P. pui basa ie a l 

Rezolvare. Sistemul este inițial în repaus (E, = 0). Considerînd 
că sistemul începe să se miște'la un moment dat, greutatea P are viteza 
v după ce a străbătut pe verticală distanța x. În acest moment: 


wa, A o ac i 
| l 1 P , 2 R. 

Energia cinetică este : 

1 P 1 Gr? 19 1 QR: p č v 
E, =- pp 8 p = E g — ctre — (2P h3): 
F P T Ha Fh + G + 30) 

Lucrul mecanic este produs numai de forța P şi de cuplul de frecare 

la rostogolire al cărui moment este M, = sN = sQ. Forţa de frecare T < 


< uN nu produce lucru mecanic, deoarece discul nu alunecă pe suprafața 
planului. Deci: 


Lie = Pa — sQ. 


Aplicînd teorema energiei cinetice, rezultă prin derivare 
— __28(PR — sQ) 


REP + G + 39) 


17.B.9. Se consideră sistemul de corpuri omogene din figura 17.B.9 
alcătuit din bara AB = 1 de greutate G, discul de greutate P şi rază 
R şi corpul de greutate Q. Să se calculeze viteza greutăţii Q pentru o poziţie 
6 a barei, considerînd că sistemul pornește din repaus la 0 = 0%. 

Rezolvare. Sistemul fiind inițial în repaus, E, = 0. 

După începerea mișcării, corpul Q are la un moment dat viteza v. Vite- 

zele celorlalte corpuri vor fi; | 

v v 

—; = ; 

R l cos 6 


1 = 
În acest moment, energia cinetică a sistemului are expresia : 
| 1:00 a, LPR 1 
Ea E L 9 aa +- = oi hr o 
îi 2 g 2 2g 2 
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Momentul de inerție al barei față de centrul instantaneu de rotație este : 


12g Ei 3g 
Deci: 


vă | P a G 
i a a 2g e M 2 Foda A 
Lucrul mecanic este produs de greutățile Q și G prin variația poziției 
barei de ia 6, la 0; deci: 


Ea Meiga G 
j Lis = Î( sin 0 — sin o| ar 
Aplicînd teorema energiei cinetice, rezultă : 


Era gl(sin 0 — sin 04)(20 — G) -~ 
d Îl a dB G 
2 + 2 1 3cos?0 


17.B.10. Un disc de rază y și masă 2m este antrenat în mişcare de rosto- 
golire de o bară omogenă avind lungimea 1 și masa 3m. Un capăt al barei 
se sprijină pe planul vertical, iar celălalt este articulat în centrul discului. 
Să se studieze mișcarea sistemului (fig. 17.B.10). 


Rezolvare. Presupunind că la momentul inițial sistemul era în 
: za 209%) 4/13 — r? A : PE” 
tepaus și avea poziția definită de cos 0, = ari (discul situat lingă pe- 


retele vertical), putem scrie Eọ = 0. 
Energia cinetică a sistemului este: 

_ 1 2 1 3m? , 1 2 
= z 3moi + 2 Taz -}- 72m -+ 


„„Înlocuind în această expresie vitezele 


1 2mr2 
2 


43. 


l . . . l . 
u= 0; © = l; v =l0cos0; o, = — ĝ cos 9, 
PA rY 
se obține : 


E = Z meê +-3 cos? 0). 


Lucrul mecanic efectuat de forțele date şi de legătură este: 


"Lo = 3mg(r + = cos 0, — r — = cos 0) == 3mg — (y: — z COS o); 


, 


Din teorema energiei cinetice se deduce 
imediat : 


| | a(i al 


(1 + 3 cos? 0) 7 


Derivînd această ecuație în raport cu 
timpul, rezultă accelerația unghiulară : 


Fig. 17.B.10 Ea aP 
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Capitolul 18 
DINAMITE SOLDULUI RIGID 


18.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


1. În cazul rigidului cu o axă fixă (axa Oz), teormele generale sînt : 


Li = SF; (sau Mg = SF); (18.1) 
| nae zu X7, x Fi 0812) 
£ dE == ALS + AË}, (ALn: == 0), (18. 3) 


unde cantitatea de mișcare H, accelerația centrului maselor $ e, momen- 
tul cinetic K, şi energia cinetică E au expresiile : 


E LIME Mag Mariap Moti; (18.4) 
6 = (at — em) + G —atm)j; (18.5) 
K = — Jai — Joi + ok ; (18.6) 
T= L Jo, a iu lia (18.7) 


Prin proiectarea relațiilor (18.1) și (18.2) pe axele unui sistem de referință 
mobil, invariabil legat de corp (fig. 18.A.1), în care s-a ținut seama de 
expresia derivatei unui hr E p prin proiecţiile sale pe axele unui 


sistem de referință mobil : e ETT “Ra © X ü, se obțin ecuaţiile scalare 
ale mișcării: PRTI 

—M(oE + en) = X + R, + R}; 

Met — on) =Y +R, +R; ` 

| OZ B (18.8) 
Ca E: + Im? = = hR;; 


tau PE- fög Ja? = să sh AR; 
| Je = Mu 


unde originea O s-a ales în punctul fix O,, 
M fiind masa corpului; œ =0 şi s= 


= o = 60 — viteza şi accelerația unghiu- 
lară ; E, 1, 3 — coordonatele centrului de 
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greutate C; X, Y, Z şi Mas Mo» Ma — proiecţiile vectorului sezultant F 
şi momentului rezultant Me ale forțelor aplicate F,; h — distanța intre 
punctele fixe O, și Oz, în care se aplică R(R, Rp, R) si E(R,R, E). 
Mişcarea rigidului rezultă din ultima ecuație a sistemului (185) szu din 
teorema energiei cinetice (18.3): 


Jį = M w (18.9) 


în care s-a înlocuit e = 0. Componentele reacțiunilor R şi R' se deduc 
din celelalte cinci relaţii ale sistemului (18.3). 

În general, componentele R, și R; nu pot fi determinate decit în cazul 
cînd se cunoaște o condiție suplimentară. | 

Un caz particular de rigid cu axă fixă este pendulul compus (fig. 15-42) 
a cărui ecuație diferențială a mișcării este: 


ö + E sin 0=—0, (18.10) 
unde OC = £ este distanța de la centrul de greutate al corpului pině la 
axa de rotație Oz. 

Pendulul compus oscilează la fel cu un pendul simplu, a cărui lungime 
este 


A 2 00, (18.11) 
ME 


şi care se numeşte pendul simplu sincron cu pendulul compus. Perioada 
lui de oscilație este: 
T = 23 yž (18.12) 
l E 


2. În cazul rigidului cu un punct fix 0, ecuațiile de mişcare se deduc 
prin proiectarea teoremei momentului cinetic 


dKe 


z =M, (18.13) 


pe axele principale de inerție Oxyz, solidar legate de rigid. Expresiile ecua- 
țiilor sînt : 


VA i (Js Sa J3)0,0, = Ma 
Je, + (J — J)o: = Ma; ASA) 
Js: T (Ja = Joc, = M a 


unde Jı, Ja şi Jẹ sint momentele de inerție princi- 
pele ale rigidului, iar M., M, şi M, sint componentele 
vectorului moment rezultant M, ale dorțelor ph- 
„cate F, în raport cu aceleaşi axe. Component ele vitezer 
unghiuiare & pe axele sistemului mobil sint : 


td e Y sin 0 -sin9 + ü cos 9; 

a, = Ņ sin 0 . cos ọ — sing; (15.15) 
X 
Fig. 1842 WO., = $ + Ņ cos 9, 
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N i ii N ii că il lac: aia do aa] 
ian aiii afidi 


Fig, IS.A.3 Fig. 18.44 
W, 0 şi e fiind unghiurile lui Euler (fig. 18.4.3). Ecuațiile sînt integrabile, 
independent de condițiile inițiale, în următoarele trei cazuri ; 


a) Cazul Euler-Poinsot, cînd M, =0, adică M, =M„=M,„= 0. 
În acest caz se pot obține următoarele integrale prime: 


Just re Jet + Jao? = 2E, (18.16) 
care exprimă conservarea energiei cinetice E, şi 
1o + Jo; + Jawi = Ko, (18.17) 
care exprimă conservare modulului vectorului moment cinetic : 
Ko Jo + Jo + Oe nan (18.18) 


Rezolvînd ecuaţiile (18.16) şi (18.17) în raport cu una dintre compo- 
nentele lui &, de exemplu w, și introducînd pe w, și w, astfel determinaţi 
în cea de a treia ecuaţie a sistemului lui Euler Jae, + (Ja — oo, = 0, 
se poate exprima printr-o integrală eliptică timpul 7 în funcție de w,. Intro- 
ducînd apoi pe œw, œ, Şi œ, în ecuaţiile (18.15), rezultă y = (4); 0 = 0(£) 
și e = e(7). | 

b) Cazul Lagrange- Poisson, în. care rigidul este supus numai acțiunii 
greutății proprii Mg, centrul de greutate al corpului se află pe axa de 
rotaţie —C(0, 0, ©) și Jı = Ja adică elipsoidul de inerție este un elipsoid 
de rotaţie în jurul axei Oz (fig. 18.A.4). 

Momentul forțelor aplicate Mo = Mg! sin 0 are direcţia liniei nodurilor 
ON, componentele acestuia fiind: 


Mu, = Mg sin 0 cos ọ; 


Ma, = — Me G sin 0 sin ọ; (18.19) 
M, =0, 
“Din a treia ecuație Euler se obţine integrala primă : 
GO, = o = const,, i (18.20) 


si din integrala energiei se obține cea de a doua integrală primă : 
2 


Jlo + 02) + Ja? + 2Mg b cos 0 = const. - (18.21) 


D o 
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Cazul mişcării de precesie regulată : 

Pot po; Y = ol + Vo; 0 = 0, = const., - (18.22) 
reprezintă o soluție particulară a problemei. Introducînd mai întîi această 
soluție în relația (13.15), se calculează componentele Oz Oy ȘI &, iar prin 
derivarea lor în raport cu timpul, componentele Ez £, ŞI c&n Făcind apoi 
înlocuirile în ecuațiile lui Euler rezultă pentru cuplul Me ce se aplică 
corpului, expresia : | 

Mo = Jetoatoa sin ofi + ( pis 2) ti cos J (18.23) 
; 37 O 


sau, observînd că în cazul unui giroscop J; și œ, sînt foarte mari în raport 
cu Jẹ respectiv W» se poate scrie: i 


Mo Z Jawa sin 0o. (18.24) 
Ca vector, M, este orientat după linia nodurilor şi are expresia : 
Mo Fr aa X: W]. (18.25) 


Pentru cazul în care momentul forțelor aplicate este produs de greutatea 
Mg a corpului, ținînd seama de relația (18.19), rezultă: 


Jw + (Ja — J) (o0: + o COS 0) = Mg, 
sau : l pe 
- Jaw + (Ja — Jijo? cos 09 = Meţ. (18.26) 


„Dacă o. > ws adică viteza unghiulară de rotaţie proprie este mult mai 
mare decit viteza unghiulară de precesie, relația (18.26) poate fi scrisă sub 
forma $; yrii si 
Met, 
J391 


c) Cazul S. Kovalevshaia este un al treilea caz de integrabilitate, în 
care, de asemenea, elipsoidul de inerție relativ la punctul fix Ọ este un elip- 
soid de rotație: J, = J, iar centrul de greutate se află în planul perpendi- 
cular pe axa de rotație, adică C (č, n, 0). În plus, în acest caz se consideră 

1 = J = 2 Jy ; | îm 

3. În cazul mișcării generale a rigidului, observând că teoremele generale 
ale dinamicii determină mișcarea centrului de greutate, se alege ca origină 
a sistemului de referință solidar cu corpul centrul de greutate C al acestuia, 
reducind forțele aplicate F, în acest punct. 

- Teorema mișcării centrului de greutate Mă, = XF, proiectată pe axele 
sistemului de referință fix conduce la ecuaţiile : 


ME = X,; 
Mi = Yz; (18.28) 
MË =Z.. 
in care s-a notat cu X,, Y, și Z, proiecţiile pe axele fixe ale vectorului 


ez ant R al forțelor aplicate, iar cu E,, 4, şi E, coordonatele lui C în sis- 
temul fix. - d clasa â i tyi 


(18.27) 


Jow = Mg sau w= 


è 
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Pentru studiul mișcării față de centrul de greutate, se aleg ca axe ale 


sistemului de referință solidare cu corpul direcţiile principale de inerție 
relativ la centrul de greutate C. Teorema momentului cinetic scrisă față 


AB i j hai 4 4 S s . 
de acest punct Pe = M, proiectată pe axele sistemului de referință 

c Ă 
invariabil legat de corp, conduce la ecuațiile : 


VAR ni (Js EF Ja OD, = Mz; 


Jessy H (Ji => Ja) E My; 2 (18.29) 
Jaf, aj (Je i Joao, = M a 
) 


Ecuațiile diferențiale (18.28) şi (18.29 determină mărimile čų, m Čr v, 
0 și ọ ca funcțiuni de timp. 


18.B. APLICAȚII LA DINAMICA SOLIDULUI RIGID 


18.B.1. Un disc de rază R şi greutate P se rotește în jurul unci axe 
verticale z, cu viteza unghiulară constantă w. Axa de rotație trece prin 
centrul de greutate al discului, care coincide cu centrul O și formează 
unghiul a cu normala pe planul discului. Să se determine reacțiunile 


din O ṣi O', dacă 00' = și OC = = - 


Rezolvare. Pentru determinarea mișcării se folosește teorema ener- 
giei cinetice - (18.3). Cum ALa: = ALm = 0, rezultă E = const., adică 
© = wp, mișcarea fiind uniformă. | 

Pentru determinarea reacțiunilor se aplică teorema impulsului (18.1) 
si teorema momentului cinetic (18.2). 

Centrul de greutate aflîndu-se pe axa 0z, p = 0, deci H = 0, H =0. 

Pentru calculul momentelor de inerție, se vor considera sistemele de 
axe Cxyz şi Cam, în care Ca este diametrul orizontal, Cu diametrul 
perpendicular pe Cx şi Cv normala la disc (fig. 
18.B.1). Va rezulta: A | 


Ja = imzgp= Em, X; Sin a = 
= sin o Xm, Xt, = Sin ee Ja = 0; 


J = Emy = Smu? sin a cos a = 


in 2 sin 26 MR? , 
Dn ag! soi (a) 


== 


= J, + J, cos? a + AL + cost a) = 


Ja = Em (x + 99) = Enua? + 4 cos a) = 


— 


SE: i (1 -+ cos? «). 
2 


- 
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Momentul cinetic (18.6) are deci expresia : 


rT MR: . 3 Ă 4 : ie pda = 
R= H sin 2a + wf + HF a -pH cos? ajoo- E tb) 
şi i | 
a] S n DR, ui ou! Manu o nh 
K= + o X Ag a a Da + Wgl: (c) 


Proiectînd ecuaţiile (18.1) și (18.2) pe axele sistemului mobil: Cyz, 
se obține: 
R.+ R.=0; 
B+ R=0; (a) 
R,— P=0; 
M R? 


; h h 
w sin 2% = Ra Rz’ 


„„ Rezolvînd sistemul se deduce : i 
| | R =R= 0; 
MR 3. Ra paul? 
R, = —R SAE că sin 2a = E» 2 + sin 2a; (e) 
8h i g 8h 
R,= P. 


18.B.2. O bară omogenă de masă M şi lungime 7 (fig. 18.B.2) este adusă 
în poziția orizontală şi apoi i se dă drumul fără viteză inițială. Să se afle 
unghiul a dintre reacţiunea totală R a axei de rotaţie și bară. 


Rezolvare. Pentru determinarea lui œw se folosește teorema energiei 
cinetice (18.3), a cărei formă integrală este : 


E:— E, == Li (a) 


Leu =Mg È sin 8. (b) 


ert 


Înlocuind în (a) rezultă œ = &(0) ; 
Mi 


gi = Mg = sin Q; 


3 g P 
w? = = sin 0. (c) 


Derivînd relația (c), se găseşte 
Feat NA 
« de î 3g 
2 = 0cos 0; e= cos. (d) 
Fig. 18.B.2 ȘI j 27 l 
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Pentru determinarea reacțiunilor se foloseşte teorema cantității de mişca- 


re proiectată pe axele Ox și Oy (primele două ecuaţii din (18.8) în care £ = + 


n=0; R=R,=0; X = —Mgsin 0; Y = —Mg cos 0). 
Pinînd scama de (c) și (d), se obține: 


—M E sin 0-3) = —Mg sin 0 + R,; 


Sp i 
M Š cos Ja ba —Mg cos ð + R, 


de unde 


R, = 2 Mg sin 0; R, = 2 ME cos 0; [tg a = Ż ctg a. 


18.B.3. Să se determine 
omogene din figurile 18.B.3. 


f 


perioada {micilor oscilații pentru corpurile 


l. Bară de lungime a (fig. 18.B.3, a): 


Ma? 

Pae set 3 == 
a a 
2 


2. Placă pătrată de latură 


=> == 
2 
3 E 3g 


a (fig. 18.B.3; b): 


— axa de oscilație Oz perpendiculară în O pe planul plăcii : 
2Ma? 


3 = 22. T = 29 20 A 
a 3g 


3 


2Ma? , 


], = i Fa = 
2 
3 ma Ë 3 


— axa de rotație Ox, orizontală în planul plăcii: 


— Probleme de mecanică 


Fig. 18.B.3 
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3. Piacă în formă de triunghi cchilateral de latură a (fig. 18.B.3, c)t 
— axa de oscilație Oz, perpendiculară în O pe planul plăcii: . 


5Ma? 
5Ma 12 5a j 5a 
= ; E i ali e ea Vi: 
J: 12 ? 2 y3 443 V e 
ALI 


— axa de rotație Ox, orizontală în planul plăcii : 


Mat PT d ila 11 
pe ME: p e fie iei 7 = 29 A 
12 2 43 43 4N3g 
de | 


18.B.4. Un disc circular omogen se roteşte, în virtutea inerției în juru? 
centrului de greutate. În momentul inițial discul a primit viteza unghiulară 
&, în jurul unei axe oarecare care formează cu planul discului unghiul a. 
Să se determine viteza unghiulară de precesie și unghiul f dintre axa de 
precesie şi planul discului. į Lg Et |. o A 


Rezolvare. Se alege sistemul de referință mobil solidar cu discut 
cu axele Ox, Oy în planul discului şi Oz perpendiculară în O pe acest 
plan. Sistemul de referință fix 01x%1yı2ı se alege de asemenea cu originea 
0,, în centrul O al discului, avînd axa O,z în planul Oxz, unghiul dintre 
axele Oz, şi Ox este a, iar œ este situat pe axa Oz, (fig. 18.B.4). În 
acest caz, condițiile inițiale sint : 


t = 0 > wo. =w cosa; w = 0; vo, = ow sin a. 


Ecuațiile lui Euler (18.14) sînt: 


MR . MR: 
Tara n O, = 0; 
MR: . MR: 
4 Oy — w, = 0 , (a) 
MR: , 
po TT “; 
r MR MR: za i ga A 
în care, J, = J, = S h= Ea M fiind masa discului şi R, raza lui. 


Din ultima ecuație se deduce :;Ë3 
w, = o? (constant). į (b) 


Primele două ecuații, după simplificări şi 
ținînd seama de (b), devin: 


dog da 
pr mie Le ul a ter Tom li 
Zy Sistemul de ecuații (c) fiind liniar, se în- 
gS cearcă soluții de forma : 
Fig. 18.B.4 Os = Ce; O, = Cal". (d) 
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Rezultă, pentru determinarea lui 7, sistemul omogen: 
Car — WC =0; aC, H Cr =O. 


Ecuația caracteristică ce se obține prin anularea determinantului siste- 
mului este 72 + (50)? = 0, rădăcinile ei fiind 7 = ko, 
Rezultă, pentru w,, o soluţie de forma: 


Os = A cos w% + B sin o%, (e) 
iar pentru œ, ținînd seama de a doua senajie din (c), soluția ı 
1- do 1 
O, = — — = — (Aa? sin wt — Bo? cos wt). 
o? di w? 


Soluțiile sistemului (a) sînt deci: 
0, = A cos w% + B sin o% ; 
W, = A sin œo% — B cos o% ; (£) 
w, = ol. 


Constantele A, B şi &? se determină prin condițiile inițiale arătate: 

wcosa=A; 0=-—B; œ sin a= w. . (g 

Ținînd seama de aceste valori ale constantelor, soluțiile (f) se scriu ı 
Op = (0. cos a) cos (w sin «)t; 

©, = (0, sin a) sin (o, sin a)ț; (h) 

©, = 003 Sin a. z 


Ţinind;seama căaidiscul are o mişcare de precesie regulată, soluțiile 
sistemului sînt de forma : i 


p = o4 + po; p= o4 + po; 0 = 0o. (i) 
Introducînd aceste soluții în (18.15), se obțin pentru w. œ, şi œ, expre- 
siile : 
l 0, = Ga Sin 0o sin(ws + Po) ; 
” ©, =% Sin lo cos (w + oo); (i) 
| O, = W3 F ta cos Op. 
Prin identificarea relațiilor (h) şi (j): 
6, cos g sin [90° — (w; sin «)ț] = wa sin 0 sin(oo + %) ; 
©, cos & cos[90° — (co. sin «)t] = co, sin 0, cos (po -+ od); (k) 


w Sin d = Og + oa cos bo. 


Se obține: 


i e O, bi A . 
01 COS & = Wa Sin 09; Po = 90°; —ow; sin a = og; (1) 


6, sin a = g + a Cos Oo. 
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Necunoscutele problemei sînt o şi 0. Eliminind pe ca între prima și 
ultima ecuație din (1) se obține sistemul: 


W Sin Op = W cos æ ; 
W COS 0 = 20 sin g, 


de unde: | 
top = w /cos? a F 4sin? a = o/11 + 3 sin? 4; (m) 


tg 0; = = ctg O.. 


Unghiul cerut de problemă este ß = 90° — @, deci tg 8 = 2 tg a. 


18.B.5. Un giroscop greu, simetric, execută o precesie regulată în jurul 
unei axe verticale Oz. Viteza unghiulară a rotației proprii în jurul axei Oz 
este foarte mare în comparație cu viteza unghiulară de precesie. Să se 
afle o expresie aproximativă pentru forța orizontală de reacțiune în punc- 
tul fix O dacă se cunosc: greutatea G a corpului, distanța z, de la punctul 
O pînă la centrul de greutate al corpului, momentul de inerție J, în raport 
cu axa Oz, unghiul 0 dintre axele Oz, şi Oz, și viteza unghiulară de rotație 
proprie œ, (fig. 18.B.5). 


„Rezolvare. Aplicînd teorema mişcării centrului de greutate și 
observînd că mișcarea sa este, cu aproximațiile problemei, circulară și 
uniformă pe un cerc de rază 7 = z, sin 0, rezultă: 


= 2, sin 0u2 = F. (a) 
£ 


Teorema momentului cinetic, K, = Me, arată că viteza virfului vectoru- 
lui K, este egală cu momentu] forțelor exterioare în raport cu punctul 
O. Observînd că vîrful lui Kg (al cărui suport nu! diferă sensibil de supor- 
tul vectorului w — situat pe axa Oz — dacă aceasta este foarte mare şi 
dacă J, = Ją este de asemenea mare) se roteşte pe un cerc cu raza 
1K.| = Josin 0, cu viteza unghiulară œp se poate scrie: o 7 


Jao sin 0: w =G » z sin 0. (b) 


J Eliminînd” pes o între relațiile 
(b) şi (a), se obține F: 
F = CE siu 6, (e) 
Jg 


18.B.6. Un giroscop, la care jh = 
= Ja= 2J, se roteşte în virtutea 
inerției în jurul centrului de greutate, 
executînd o precesie regulată. Cunos- 
cînd viteza unghiulară œ, a rotației 
proprii a giroscopului şi unghiul dintre 
axa giroscopului şi axa de precesie 
0 = 60°, să se afle viteza unghiulară 
Fig. 18.B.5 de precesie cs. 
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Rezolvare. Se aplică relaţia (18.22) în care se ține seam i 
şi Ji = Ja=2 Ja; rezultă: fine seama că Mgt = 0 


Jawa + (Ja — 2 Ja) o$ cos 60° = 0; 
J — Ja = 0, de unde w, = 2%. 


18.B.7. O turbină avînd arborele paralel cu axa longitudinală a vaporu- 
lui, face 250 de rotații pe minut. Greutatea rotorului este de 180 000 N, 
iar raza de inerție, de 1,43 m. Să se determine presiunea giroscopică pe 
lagăre, distanța între ele fiind 5,55 m, la întoarcerea vaporului cu 10° 
pe secundă. 


Rezolvare. Presiunea giroscopică pe lagăre este dată de relația! 
R = Joia (fig. 18.B.7) în care: 


]= Ma = ie da d 1,432 = 37 521 Kgm?; 
o = E __ 3,14 - 250 _ 257 _ 26,18 rad 
30 30 3 s 


în y 308 4030 i o 208 Îi 
s 180 s 9 
37 521 - 26,18 - 0,1745 _ 30 885 N, 

5,55 


Rezultă : R = 
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Capitolul 19 


CIOCNIRI. PERCUȚII 


19.A. PREZENTARE TEORETICA 


19.A.1. Generalităţi 


Modelul de solid rigid a adus simplificări utile în problema reducerii 
unui sistem de forțe care acţionează asupra unui corp solid. Folosirea 
modelului în statica solidului cu legături a impus un nou model mate- 
matic : contactul într-un singur punct al solidelor legate între ele. Cu toate 
că această schematizare extremă simplifică studiul teoretic, totuşi rezul- 
tatele obținute nu corespund decît într-o primă aproximaţie legăturilor 
reale, mai ales dacă se ține seama și de frecările din legături. De aceea, 


ia Capitolul 5 s-a renunţat la modelul solidului nedeformabil, adoptîndu-se 


un model ameliorat, pe baza ipotezei unui contact pe o suprafaţă regulată 
(plană, cilindrică, sferică) de o anumită arie, consecință a unor deformațţii 
superficiale limitate, sau a unor prelucrări prealabile. La acest model apar 
pentru prima dată ipoteze privind distribuţia forțelor de suprafață (pre- 
siuni, frecări), ipoteze justificate pe baza unor încercări de laborator. 

Fenomenul de ciocnire a două sau mai multe solide în mişcare se pro- 
duce în momentul în care ele vin în contact sau li se aplică acestor solide, 
brusc, una sau mai multe legături. Fenomenul desprinderii de legătură 
nu constituie o ciocnire. Dacă nu s-ar ține seamă de deformarea solidului 
în momentul ciocnirii, ar trebui să se admită că în punctele de contact 
ar lua naştere forţe infinite care ar acționa un timp nul, concluzie evident 
absurdă, ceea ce înseamnă că modelul rigid a atins limita lui de aplica- 
bilitate la studiul ciocnirii. 

Pentru ameliorarea modelului de solid care să fie utilizabil în pro- 
blemele de ciocniri, sînt necesare unele ipoteze. Aceste ipoteze pot fi 
justificate numai pe baza experimentelor și a observaţiilor. 


19.A.2. Observaţii asupra ciocnirii solidelor 


Ciocnirea solidelor se produce într-un interval de timp foarte mic, dar 
niciodată nul. 

În intervalul de timp al ciocnirii, solidele se deformează şi revin, într-o 
măsură oarecare, la forma lor inițială, 

În intervalul de timp cît durează ciocnirea, deplasările particulelor 
solidelor sînt foarte mici față de deplasările dinainte şi după ciocnire. 

Modificările vitezelor în timpul foarte scurt al ciocnirii sînt cu muli 
mai mari decît modificările vitezelor, într-un timp egal înainte de începe- 
rea sau după terminarea fenomenului de ciocnire. Din această observație 
reiese că forțele din timpul ciocnirii sînt cu mult mai mari decît forțele 
obișnuite, cum ar fi greutăţile solidelor în ciocnire. 
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În trecut, din observaţii asemănătoare, s-au tras concluzii greșite : că 
„ciocnirea ar fi un fenomen discontinuu, instantaneu, că modificarea bruscă 
a mișcărilor mecanice s-ar datora unor forțe instantanee. 
În realitate, fenomenul are o durată foarte mică, dar diferită de zero, 
în care timp forțele de ciocnire variază continuu, ating valori foarte mari 
dar limitate, astfel că ciocnirea este un fenomen continuu. 


19.A.3. Ipoteze asupra ciocnirii solidelor 


Dacă t este momentul inițial, iar /' este momentul! final al procesului 
de ciocnire (interacțiunii) există, în general, un moment intermediar 
tolt < to < t) cînd procesul rămînînd continuu își schimbă sensul, adică 1 
viteza relativă a solidelor se anulează, își schimbă sensul și valoarea, iar 
solidele care sînt comprimate în intervalul de timp tọ — £ se pot destinde 
în intervalul 7 — 70. 


Se presupune că în intervalul /” — / poziţiile particulelor solidelor nu 
variază în raport cu un reper fix. E i 

Denumind impulsul total al forțelor în intervalul de timp foarte mic 
al ciocnirii prin percuție, se presupune că percuțiile forțelor obişnuite” sînt 
nule şi astfel se consideră numai percuţiile forţelor de ciocnire, denumite 
forțe percutaute. | 


Forțele percutante notate cu F pot fi atât forțe date, cît şi de legătură, 
atît exterioare, cât şi interioare. 


Deoarece se ține seama de deformările și de revenirile solidelor în tim- 


pul ciocnirii, sînt necesare ipoteze privind starea elasto-plastică a materiale- 
lor solidelor care se ciocnesc. | 


Principiile mecanicii newtoniene se consideră aplicabile” şi în intervalul 
de timp al ciocnirii. l 

Numai pentru stabilirea unor teoreme, se” pot? asimila particulele cu 
punctele materiale. 


19.A.4. Problemele şi teoremele generale ale ciocnirii 


În cadrul unui studiu teoretic, problema generală a{ciocnirii se poate 
enunța astfel: se cunosc, în momentul inițial ż al ciocnirii, pozițiile puncte- 
lor materiale M,(i = 1, 2, 3,..., n) ale unui sistem, prin 7, vectorii de 
poziție în raport cu un reper fix 
(fig. 19.A.1), vitezele lor inițiale 7, şi 
masele lor mM, 

Se cere să se determine vitezele 
v; din momentul final 7 al ciocnirii, 

Pentru rezolvare, pe baza ipote- 
- zelor, se va considera 7, invariabil în 
intervalul # — t, se vor considera 
numai forțele percutante F, Fy şi 
percuţiile acestor forțe 


p r 


a, => 7, a, ai (5, dé, 


t 


Fig. 19.A.1 
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apoi în baza valabilităţii principiilor, se vor folosi relaţiile : 
| y T â, =0, 
7X3, + FXS, = 0. , 


Teorema de variaţie”a cantității de mişcare se enunță astfel i variajia 
caniităjii de` mişcare a sistemului de puncte materiale, în intervalul de timp 
al ciocnirii, estelegală cu suma percuțiilor exterioare (date și de legătură) 
pentru același interval de timp, adică: 


Lui n n 


ý măi si damă, = Di (19.1) 
Observații 


n n j 
Deoarece $` m, = mă, unde m = È` m, iar 7, este viteza în momentul 
dl sal 
¢ a centrului de”"masă al sistemului, teorema are și următoarea formă! 
variația cantității ; dej mișcare a sistemului este aceeași cu aceea a centrului 
de masă, dacă s-ar presupune concentrată masa sistemului în acest punct 
și asupra căruia “ar acționa, pe durata considerată a ciocnirii, toate forțele 
percutante exterioare, adică : 


n 
mă. — mū, =) 2, (19.2) 
j j=l 
Expresiile vectoriale (19.1) și (19.2) se pot traduce prin proiectarea 
vectorilor pe axele triedrului Oxyz, în expresii scalare. 
Teorema"de conservare a cantității de mişcare. În cazul în care sistemul 
nu are legături, ciocnirea se numeşte liberă. Dacă ciocnirea este liberă 


şi nu sînt forțe percutante exterioare, adică Dă, = 0, cantitatea de miş- 


cu . . æ Yv A . sl . . v 
care a sistemului se conservă în intervalul de timp considerat, adică: 


DS ma, =F ma, (19.3) 


aE i=l sal 

Observaţii 
„Se precizează că'atit în teorema de variaţie, cît şi în aceea de con- 
servare, intervalulţdejtimp considerat poate fi cuprins chiar în interiorul 
lui ? —t, adică de pildă: poate fi tą — £ sau? — tp 

Teorema de conservare este valabilă şi dacă există forțe percutante 
exterioare dar care sînt perpendiculare toate pe o direcţie, de pildă pe 
Ox, adică : 8, = 0, în acest caz se conservă valoarea Broiecției cantității 
de mișcare pe această direcție, adică: 


> My. = > Mia: (19.4) 
s =l 


În condițiile conservării cantității de mişcare a unui sistem fără legături, 
centrul de masă al sistemului își menține mişcarea ! 3; = d, 

Teorema de variație a momentului cinetic. Momentul cinetic poate fi 
considerat în raport cu un punct oarecare O, originea unui sistem de 
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referință și se notează K, sau în raport cu axa (A) care trece prin O 
şi are valoarea scalară KA. 
"Expresia matematică a teoremei, în raport cu un punct, este: 


— — ad n n 
; OA N i îi ini fa 
Ko — Ko e dul, X mă, — hi X m, = 7, X 2y, (19.5) 
i i . += += = 
adică : variația momentului cinetic în raport cu un punctioarecare al unui 
sistem de puncte materiale în intervalul de timp considerat este egală cu 
momentul vezultant în raport cu acelaşi punct al tuturor percuţiilor exterioare 
(date şi de legătură). | | 

Observaţii 

Potrivit definiției, momentul unui vector în raport cu o axă (A) este 
proiecția, pe direcţia axei, a momentului vectorului în raport cu un punct 
O al axei. Conform convenției adoptate, această proiecție este tot un vector. 
Astfel că momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale în raport 
cu o axă (A) de versor £ se notează cu Ka și are valoarea scalară: Ka = 
== Ko d ü. 

Înmulțind scalar cu & expresia matematică (19.5) a teoremei de variație 
a momentului cinetic în raport cu originea 0, se obține expresia mate- 
matică (scalară) a teoremei momentului cinetic, al sistemului de puncte 
materiale, în raport cu axa (A): 


Ki — K=) (F, x mă) — D (7 x ma) = (7, X aü =Ma ` 
i=1 i=l i=l 
au 
Ki — Ka = Ma, (19.6) 


adică : variația momentului cinetic, în raport cu o axă oarecare, al unui 
sistem de puncte materiale, în intervalul de timp considerat, este egală cu 
momentul rezultant, în raport cu aceeași axă, al tuturor percuțiilor exterioare 
(date şi de legătură). 
„Se precizează că (19.6) exprimă scalar această teoremă. 

Teorema de conservare a momentului cinetic. În cazul cînd nu sînt per- 
"cuţii exterioare sau dacă momentul rezultant al percuțiilor exterioare (date 
şi de legătură), în raport cu punctul O, este nul în intervalul de timp 
considerat, momentul cinetic al sistemului, în raport cu O, se conservă 
în acel interval de timp. 

Teorema de conservare a momentului cinetic se aplică şi în cazul 
momentului cinetic în raport cu o axă (A): dacă momentul rezultant al 
tuturor percuţiilor exterioare (date şi de legătură) în raport cu axa (A) 
este nul în intervalul de timp considerat, momentul cinetic al sistemului 
în raport cu (A) se conservă în acel interval de timp, adică: Ka = Ka 
relația de conservare putîndu-se exprima scalar. 


-1 19,A.5. Unele aplicaţii clasice 


a) Definiţii. Dacă două solide au, în momentul ciocnirii, mişcări de 
translație, iar vitezele lor sînt dirijate după normala comună în punctul 
de contact, ciocnirea se numeşte dreaptă (fig. 19.A.2). 
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Dacă normala comună trece prin centrele de masă ale celor două 
solide, ciocnirea se numește centrică. 

Dacă solidele sînt sfere omogene, ciocnirea dreaptă este și centrică. 

b) Ciocnirea dreaptă a două sfere omogene. Dale : m, ma, masele sferelor } 
d, şi 0, vitezele în momentul f, la începutul ciocnirii; Oz, linia centrelor 
şi normala comună (fig. 19.A.3). Nu există decit percuţii interioare. Aceste 
percuții au momente nule față de centrele de masă. Ca urmare și după 
ciocnire mișcarea va fi tot de translație. j 

Necunoscule : d, viteza în momentul tẹ, al schimbării sensului procesului 
de ciocnire (sfîrşitul comprimării şi începutul destinderii) ; 7, şi Va, vitezele 
în momentul /' al sfîrşitului ciocnirii. 

Relaţii scrise în baza conservării cantităţii de mișcare în oricare din 
momentele ciocnirii : | 

mM + MV = (mi + Ma)Vo = mvi — MV. (19.7) 
Vitezele fiind coliniare în toate momentele, relațiile au fost scrise scalar ; 


la fel va fi şi pentru percuții. 
=- Percuțiile interioare din faza de comprimare: 


2 = m (vi — vo) = malvo — v) = PR. (19.8) 
m, + m 
Percuțiile interioare din faza de destindere: 
T = m (vo — vi) = m (v — vo) = Pti, (19.9) 
ki ! Mı + M 
Raportul percuțiilor : 
RR fn E PR | (19.10) 


este dat de raportul, cu semn schimbat, al vitezelor relative de la sfirşiiul 
și de la începutul ciocnirii. 

S-a notat cu e coeficientul de restituire al percuției. 

Acest coeficient, determinat numai experimental, reprezintă starea elasto- 
plastică a materialelor solidelor în intervalul de timp al ciocnirii. Dacă 
e = 1, percuția de destindere este egală cu percuția din faza de comprimare 
şi se obișnuiește a se denumi ciocnirea, în aceste condiţii, ca fiind perfect 
elastică, Dacă e = 0, percuţia de destindere este nulă, adică cele două 
solide au aceeaşi viteză v; = v3 în continuare, ciocnirea ar fi perfect plastică. 

În realitate 0<e<1, percuţia, la destindere, nu se restituie decit parțial. 

„_ Cunoaşterea coeficientului de material e permite ridicarea nedeterminării 
şi calculul necunoscutelor cu ajutorul ecuaţiilor (19.8), (19.9), (19.10), adică: 


pia: m E me :0t a ham tall tam. (19.11) 
1 T Pa m, + m 
ghm od, g emmo. (19.12) 
na Ma m, + ma 
vi =s Va(Ma — em) -+ v((1 + e) mı x (19.13) 
m, + ma 


„__O parte a mişcării mecanice trece în alte forme nemecanice de mişcare 
(termică, electrică, de deformație etc.). 
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Me 
Mh 


Fig. 19.A.2 


Fig. 19.4.3 


Această trecere se exprimă prin diferența dintre energia cinetică E la 
momentul i şi energia cinetică E’ la momentul /': 


E — E' — Mama(1 — e) se ap XE 
2(m + Ma) (va va)? (19.14) 


Observații 

Relaţia (19.7) justifică definiția dată cantității de mișcare, una din 
măsurile mișcării mecanice care caracterizează capacitatea acestei mișcări 
de a se transmite, tot sub formă mecanică, de la o sferă la alta. 

Relația (19.14) justifică definiția energiei cinetice, cea de a doua măsură 
a mișcării mecanice caracterizind capacitatea acestei mișcări de a trece 


într-o altă formă nemecanică de mișcare. | 

c) Ciocnirea oblică a două sfere omogene. Sferele au mişcări de translație 
dar vitezele lor nu sînt îndreptate după normala comună în punctul de 
contact (fig. 19.A.4). Se neglijează percuţiile tangențiale (datorită frecări- 
lor) față de percuţiile centrale. Dacă Ñ, = 3, + în Şi Va = Ua + îi, se 
calculează componentele normale 3, Și Je ca la ciocnirea centrală și de- 
oarece îi, şi îi nu se modifică, 


|V = No; Val = No Fa; 


Dacă sfera 0, loveşte_oblic o placă plană fixă (similară cu o sferă de 
masă infinită) cu viteza V, înclinată de unghi a față de normala la placă 
(fig. 19.A.5), se găseşte: 


vi = v = —eV, COS 04; Wh = Vi sin Qis 
IVi] = |V; |ysin? aa + &è cos? a < |V], 
iar . 
F l 


Fig. 19.4A.4 
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Observaţie 

Cazul particular: a, =0, V, =v, 
W = vi = —ev, permite determinarea ex- 
perimentală a coeficientului e: 


E A aa | 
si 


Li K 
PETE a ăi — j 
UA h 


unde % este înălțimea de la care este lăsată 
sfera să cadă pe placa plană fixă, iar KW 
este înălțimea pînă la care se ridică sfera 
după ciocnire. 
d) Ciocnirea unei sfere în mişcare de 
translație cu un solid în mişcare de rotatie. 
Date : un solid este în mişcare de ro- 
tație în jurul unei axe fixe Osz, 0, şi 0, 
find punctele de legătură fixe cu axa 
Fig. 19.A.6 ` (0,0 = 0). Sfera de masă M, în translație 
rectilinie într-un plan perpendicular pe 
axă, loveşte solidul după normala comună în punctul de contact O, cu 
viteza în momentul în care solidul se rotea cu &. Distanța de la axa 
0.0, la suportul vitezei d este æ, iar momentul de inerție al solidului 
în raport cu axa de rotație este J= ], în calculele față de triedrul 
Oxyz (fig. 19.A.6). i E 
Necunoscute : vitezele 7 și œ după ciocnire şi percuţiile: (percuție 
iesise al 8, şi 2, percuţiile de legătură din punctele O, respectiv 0, 
e axei. a l 
Se aplică sistemului sferă-solid în rotație, teorema momentului cinetic 
în raport cu axa 0,0,. În acest caz, în intervalul /' — percuţia din O 
devenind interioară, iar momentele. percuţiilor din O, şi O, fiind nule, 
momentul cinetic al sistemului se conservă şi se obține ecuaţia scalară 
cu v' şi & ca necunoscute: ete. $ 


Jo + Mau = Jo + Mav. (19.15) 


Notînd cu vo şi vẹ vitezele punctului O la începutul şi la sfârşitul ciocnirii 
care, local, are caracterul ciocnirii drepte a două sfere, se poate scrie, în 
funcție de coeficientul de restituire e, ecuaţia: 


e m aa, (19.16) 


U — vo v — oa l 
Din (19.15) şi (19,16) se obțin rezultatele căutate: 
r = Bute) Jo + (Ma — eJ) v 


"E: man i (19.17) 
3 a. 


À si . | . fi . w ee c b . A i ȘI Le 
Trecerea „unei părţi a mișcării mecanice în forme nemecanice de mișcare 
se exprimă prin: f | 


| E r MIU =e) OR 
AI it j 2(J + Ma’) (9 m agp IAR 
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Calculul percuţiilor. Se continuă cu precizarea axelor sistemului de re- 
ferință ales: axa de rotație 0,0, este Ouz. N 

Percuţia f fiind perpendiculară pe Oiz, se alege planul Oxy astfel 
încît să conțină percuţia, iar 0, să fie paralelă cu 2; deci 2(X, 0,0), 
iar 7o(%o, Yo, 0). Se notează cu Flu Yo 2.) vectorul de poziţie al unui 
punct A, de masă m, al solidului în rotație, cu 7,(x,, Ya 2.) vectorul de 
poziție al centrului de masă C și cu m, masa solidului. 

Necunoscutele sistemului sînt scalarii proiecțiilor pe axe ale percuţiilor 
&(X, 0, 0); a.(X,, Yp» Z); Ta(Xa Ya Za), în număr de şapte. 

Se aplică teorema cantității de mișcare pentru solid: 


n 


SO mă! — PO m, =2 + 1 + 2, (19.20) 
i=l 


ii 
relaţie care, ținînd seamă de teorema mișcării centrului de masă, devine 


m(O' — 3) XF, =83 +2 +8. (19.21) 


Se aplică şi teorema momentelor cinetice în raport cu 0,: 


n 3 n 

DOF, X mă, — 237, X mõ, = 7o X E +0,0; X 3, (19.22) 
i=l i {=l i 

după care se fac obișnuitele transformări pe baza relaţiilor complexe, 

consecințe ale alegerii axelor. 


19.B. APLICAŢII LA CIOCNIRI 


19.B.1. Să se determine raportul maselor a două bile care se ciocnesc 
în următoarele situaţii: una dintre bile este în repaus, iar cealaltă bilă 
 Tămîne în repaus după ciocnire (fig. 19.B.1, a); vitezele celor două bile 
sint egale şi opuse înainte de ciocnire, iar după ciocnire una dintre bile 
Tămiîne în repaus (fig. 19.B.1, b). 


Rezolvare. Se notează cu m, şi ma valorile celor două mase și 
cu e coeficientul de restituire la ciocnire, Pentru rezolvare, se aplică teo- 
zema de conservare a cantităţii de mișcare pentru sistemul celor două 
bile și formula coeficientului de restituire la ciocnire: 

— Primul caz: 


E pr, = va 
My = MW; e = — > 
vı 


, 23 m sy 
Rezultă : | i Va=0 Vl e 

m 

ma ma 

jo’ .. | V, = = —— | l “cry V/-0 
O condiție necesară a producerii  ' Va “ * 
„acestei ciocniri este ca ~ 6) 
pp a EE psi a) 


Mı S Ma Fig. 19.B.1 
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`- — Al doilea caz: 
vi 
vı + Ua 


MiVi — Mg = —mu ; e = , 
unde ! 
Rezultă ! 
VOIE 
m O1+2 . 
19.B.2. O bilă de masă m, =2 kg cade pe verticală şi are viteza 
v, = 5 m/s în momentul ciocnirii cu o altă bilă. Cea de-a doua bilă are 
masa M = 0,8 kg şi viteza v, = 34/2 m/s, înclinată cu unghiul « = 45° 
față de direcţia vitezei primei bile (fig. 19.B.2, a). Să se calculeze vitezele 
după ciocnire ale celor două bile, cunoscînd e = 0,8. 
Rezolvare. Se aplică teorema de conservare a cantităţii de mişcare 
pe linia censtelor celor două bile: 


MU — Mala COS A = Mi F Tata, 
unde 1;, este componenta normală, după ciocnire, a vitezei 7z. 
Se aplică de asemenea formula coeficientului de restituire la percuție : 


Di, — 1; 
e = 0,8 = — =. 
V, + Vv, cos a 


Înlocuind şi rezolvind, rezultă : 


v; = 0,9 mjs; Vi = 7,3 m/s. 


Viteza după ciocnire a bilei de masă m, se obține compunînd pe Us, cu 
componenta V, tangentă la suprafețele în contact care nu se modifică 


(fig. 19.B.2, b): 
RN = ee =79ajsi 


` 19.B.3. O bilă de masă m cade fără viteză inițială din punctul A şi 
ciocnește în B o suprafață fixă de rază R (fig. 19.B.3). Să se calculeze 


Fig. 19.B.2 Fig. 19.B.3 
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distanţa CD la care bila cade pe sol, dacă AB = 1,5 R, a = 30° şi 
coeficientul de restituire e = = ; 

Rezolvare. Ciocnirea bilei este oblică pe o suprafață fixă. În acest 
caz nu este valabilă teorema de conservare a cantității de mișcare. Se 


aplică formula lui e pentru componentele normale ale vitezelor la supra- 
fața de ciocnire: | 


Deoarece componenta tangentă la suprafaţa de ciocnire a vitezei rămîne 
nemodificată : 


tg «x =e tg p, 
rezultă : 


B = 600; v = 2 ve. 
cos f 


Viteza cu care bila atinge suprafaţa cilindrică este 7 = N3gR. 
Deci: Sh | 


v = NER. 


„Se studiază în continuare mișcarea punctului lansat din B cu viteza 
inițială orizontală v’. Ecuațiile mişcării raportate la sistemul xCy sînt: 


a = + Elek; s=R( +$) -E 


___ Introducînd în expresia lui y valoarea lui £ obținută din condiția y = 0 
{bila atinge solul) se găseşte: 


cp = R(2+V2 45] | 


19.B.4. Pe capătul A al unei bare omogene AB = 2J/(40 = OB) de 
greutate G, cade de la înălțimea Z o bilă de greutate 0,5 G (fig. 19.B.4). 
Să se calculeze unghiul descris de bară în rotație pînă la oprire, cunoscind 
raza articulației, coeficientul de frecare în articulaţie p’ şi coeficientul 
de restituire la ciocnire e = 0,5. 


Rezolvare. Viteza cu care bila ciocneşte bara este! 


Pentru studiul ciocnirii, se aplică teorema 

de conservare a momentului cinetic în raport 
-cu punctul O şi formula coeficientului de 
restituire e: 


G G Gh 
—yVv = — {i + perag Og ' 
2g 2g 3g 
a= 0,9 = Ja ` Fig. 19.8.4 
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Viteza barei după ciocnire este: 


= — 4 2gl. 
ca 5) e 
Pe durata ciocnirii nu s-a ținut seama de efectul cuplului de- Kat 
din articulație. După ciocnire, se aplică teorema de variație a energiei 
cinetice, ştiind că în final bara se opreşte. Valoarea momentului cuplului 
de frecare din articulație este: 


M, = ù Gr 

Deci: AI: 

— = — w? = —u'Gr0 
| 2 3g 
De aici: | 
271 

0 = —- 
100 u'r 


19.B.5. Bara OA =} de greutate G pleacă din repaus și ciocneşte, 


cînd ajunge în poziție verticală, o bilă de greutate — aflată în repaus 
pe un plan orizontal (fig. 19.B. 5, a). Să se Sp e distanța parcursă 
de bilă pe planul orizontal pînă la oprire (coeficientul de frecare u), unghiul 


de înclinare maximă a barei după ciocnire şi valoarea percuție din arti- 
culație. Coeficientul de restituire e = 0,5. 


Rezolvare. Viteza barei în poziția OA’ se obține aplicînd teorema 
de variație a energiei cinetice: 


O= 3 


Zn 


Se aplică teorema de conservare a momentului cinetic în raport cu 
O şi formula coeficientului de restituire: 


2 Pa 2 t— [i 
aja + Cot: 1 _ wa 
3g VZ 3g 2g 2 z 

3 DT 


a) ó) 


Fig. 19.B.5 
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în final sistemul ajungînd în repaus: 


Rezultă : i 
? i | A 
Wo = = £. b y’ p} 2 S 


10 V z’ 5 24 
Aplicînd teorema de variație a energiei cinetice pentru mişcarea bilei 
pe planul orizontal și pentru mişcarea barei, rezultă : 
su . 
i 100, i 
-~ Pentru calculul percuției din articulaţie se izolează bara şi corpul 
(fig. 19.B.5, b), aplicîndu-se teorema de variație a cantității de mişcare 1 
— pentru bară: 


x = 0 = arc cos 127. 
200 


cab — o) = 2, — 2; 0 = 2, 


— pentru bilă: | 
E 
Rezultă : 
9G I 
= [A = — — — o 
a ai 20 2g 


19.B.6. O rondelă de greutate = cade de la înălțimea %4 pe corpul 


de greutate G (fig. 19.B.6). Considerînd ciocnirea perfect plastică, să se 
calculeze valoarea maximă a deformaţiei arcului în urma ciocnirii. Discul 
este omogen, de greutate G şi rază R. 


Rezolvare. Deformaţia inițială statică a arcului este: 


G “ 
x = = ; 
k 


Viteza rondelei la ciocnire : 
- v = Al2gh. 


Se aplică teorema de conservare a momentului cinetic, în raport cu 


unctul O: 
p GR! w 


2g R 


G I 3G, 


Rezultă viteza după ciocnire a sistemului, dată prin viteza corpurilor 
în translație : 
k 


v = 4 V2gh. 


Se aplică teorema de variație a energiei cine- 
tice pentru mişcarea sistemului după ciocnire, 


1 AREA LE (=: "E,=0; 
1 2 2g 2 2g |R 8 : 
Tm 
3G — | kxdz 
z= — spe X, , 
Lu = 3 i ) | g Fig. 19.B.6 
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unde: x este deformația absolută a arcului; 
Xa — deformația maximă. 


Efectuind calculele, rezultă : 
_ 36 + NG(G FRA) 


Ia = 2h 


19.B.7, O bară omogenă OA de lungime / şi greutate G aflată în repaus, 
pornește din poziţie verticală și ciocneşte cu capătul A capătul B al unei 
bare omogene BC de lungime 2/ și greutate 2G articulată în mijloc şi 
aflată în repaus în poziţie orizontală (fig. 19.B.7, a). Să se calculeze vitezele 
unghiulare după ciocnire ale celor două bare şi percuţiile din articulaţii. 
Coeficientul de restituire al percuției este e = 2/3. 


Rezolvare. Aplicînd teorema de variaţie a energiei cinetice pentru 
bara O,A, se găseşte viteza ei unghiulară în poziţie orizontală i 


3g 
o = \/ =. 
i V: 
Pentru studiul ciocnirii se aplică teorema de variație a momentului 


cinetic pentru fiecare bară în raport cu articulația proprie (fig. 19.87, L) 
Pentru bara 0,4: 


Pentru bara AB: 


A ua eta. 
12g 
Coeficientul de restituire la percuție este! 
3 lo, 


Rezolvînd sistemul celor trei ecuații pentru œj, os şi 8, se obține: 


o -iy#; VEVE RET PALEVE 
9 LA 9 l g 
Pentru determinarea percuțiilos 
din articulație, se. aplică teorema de 
{mişcare a centrului de masă pentru 
fiecare din cele`două bare. 
Pentru bara O,A: 


Gł 


ll 


Rezultă : 
5G q [3 
3, = ĝu, = — m — >? 
x id 27 V g 
Big. 19.B.7 în sens contrar axei 0%. 
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Pentru bara BC: 


De aici: 
———— < 
10G} 3 
2 = g8 = —— SE 
27g l 


îndreptată în sens contrar axei O,%. 


19.B.8. O bilă de greutate Z cade în C pe A 


muchia unei plăci omogene, de forma funui Fig. 19.8.8 

triunghi echilateral de latură } şi greutate G 

(fig. 19.B.8). Să se calculeze distanța A de cădere, pentru ca în urma 

ciocnirii înclinarea maximă față de verticală a înălțimii care trece prin O 

a triunghiului să fie a« = 60°. Coeficientul de restituire la ciocnire este 
=Ż4, iar OC = 2CA. 


Rezolvare. Viteza bilei în C este v = 4/2gh. 
Deoarece ciocnirea este oblică, interesează componenta normală la supra- 
fața de ciocnire : i 


Vv, = v cos 60° = 2 gh. 


Se aplică teorema de conservare a momentului cinetic în raport cu punc- 
tul O şi formula coeficientului e pentru componentele normale ale vitezelor 
în punctele ce se ciocnesc: 


gh 
3 3 Va 


Momentul de inerție al plăcii în raport cu vîrful O este 


Efectuînd înlocuirile şi calculînd, rezultă viteza unghiulară a plăcii în 
urma ciocnirii : 


PE 
i 197 & 


„Se aplică teorema de variație a energiei cinetice, ştiind că placa se 
oprește la înclinarea maxină (E, = 0); 


186P, Fea cq — cos &). 
2 127 3 | 


` Efectuînd calculele rezultă : 
A i 107, 
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19.B.9. Două roți de grosimi egale, omogene, din același material, avînd 
razele R, şi R, se rotesc independent în același sens cu vitezele unghiulare 
©, Şi w; (fig. 19.B.9). La un moment dat se cuplează brusc cele două 
roți cu o curea. Să se calculeze vitezele unghiulare ale celor două roți 
după cuplare, 


Rezolvare. Între momentele de inerție axiale ale celor două discuri 
se poate stabili relația! 


di a i, 
Ja R 
Pentru studiul cuplării se aplică teorema lui Carnot 


> Jol ai = Jwi — ž Jor + > Jos?) = 
= = Jlor — o + = Jlo: — 03). 


Între cj! şi œ se poate scrie relaţia roților cuplate: 
Ro = R3. 


Rezolvînd ecuațiile de mai sus, se obține : 


2 _ Riot Rios. + _ Rio + Rios , 
ac =- mam’ TeL 
Ri(Ri + Ra) Ra(Ri + Ra) 


19.B.10. O minge de tenis cade pe sol sub un unghi « față de ori- 
zontală (fig. 19.B.10). Să se găsească unghiul sub care mingea sare de la 
sol, dacă înainte de ciocnire mingea are o mișcare de translație cu viteza 
v. Masa mingii este m, raza 7, momentul de inerție în raport cu centrul 


-d e . bd ha bd . 
său este J= Z mr, iar coeficientul „de restituire este notat cu e. 


Rezolvare. Pentru studiul ciocnirii, se vor aplica teoremele de 
variație „ale cantității de mişcare şi a momentului cinetic în raport cu 
sistemul de axe ales: 


m(u! — v cos a) = —8,; mo! — (—vsin a) = &,; 2 mata” — 0) = 9. 


Li 


Fig. 19.B.9 i: | Fig. 19,B.10 
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Se aplică, de asemenea, formula lui e pentru componentele vitezelor 
normale la suprafața de ciocnire: 


e = Ka ARĂ : 
v sin æ 
Între cele două componente ale percuției se stabilește relația 
g = DA l 
Rezolvînd sistemul de ecuații obținute, rezultă ı 
v! = v[cosa — p sin «(1 + e)]; vw = vesin «; 
P ei Suv sin a(l +e) 
2r 


Observație 
Pentru ca după ciocnirea cu solul mingea să sară pe verticală, trebuie 


ca v = 0. 
Deci: 
tg « = À: 
e(l + e) 
Dacă 
1 
tea 
ci Bai e(l + e) 


mingea va sări înapoi (v; < 0). 

19.B.11. Să se determine poziţiile centrelor de percuție A, pentru plăcile 
din figura 19.B.11, a, b, mobile în jurul axei xy’. 

Rezolvare. Pentru a nu apărea percuţii în axă, trebuie îndeplinite 
condiţiile : 


ia Eu: e — Ja, 
Ja atzi 0; Ya My, ? is My, 


Toate aceste plăci fiind plane, z = 0, deci condiţia Ją = 0 este în- 
deplinită, 


Fig. 19.B.11 
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Pentru placa din figura 19.B.11, a! 


1 h 
| ea e a; = pi 5 
Je 3 Mh ? Jis 0; Y, 2 
(axa Oy este axă de simetrie). 
Rezultă : 
| 1 
gp tury 
n= m Ma d 
ae 


MR? 4R 
a z =0; e. = — > 
J, 4 p e 3z 
Rezultă : 
MR? 
4 3 
S => R T 
Ya AR 107 XA 
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Capitolul 20 
PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT. METODA CINETOSTATICĂ A 


20.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


Metoda cinetostatică este utilizată pentru rezolvarea problemelor de 
"dinamică cu mijloacele staticii. Cu această metodă se pot determina atît 
legile de mișcare, cît și forțele de legătură dinamice; de asemenea, se 
poate studia cazul repausului relativ. Metoda cinetostatică se bazează pe 
principiul lui dAlembert. , 
Pentru enunțarea principiului, trebuie scoasă în evidență noțiunea de 

forță de inerție (v. și Cap. 1). na k 

„ Considerînd Jun sistem izolat de puncte materiale M și M’, de mase 
m şi m' în interacțiune (fig. 20.A.1), dacă F şi F' sînt forțele de inter- 
acțiune, se poate exprima principiul III, prin ecuaţia : 


F+F'=0 (20.1) 


Forţa F” este reacţiunea punctului material M față de acţiunea punctu- 
lui M’ care tinde să-i modifice starea mecanică inerţială, şi se numeşte 
forță de inerție. Forţa de inerție acţionează asupra punctului M’, numit 
agent extern, prin intermediul legăturii. 

Mişcarea punctului material M sub acţiunea punctului M’ reprezentată 
prin F, se “studiază cu ajutorul ecuaţiei fundamentale : 


F — mã =Q. (20.2) 
Această ecuație se mai poate scrie sub forma: 
F + (—mâ) = 0. (20.3) 
Dar, ştiind că: 
F+F'=0, (20.4) 


se obține expresia forței de inerție : 


F = — mă. (20.5) 


Deoarece forța F nu se aplică punc- 
tului material M, ecuația (20.4) nu este 
o condiție; de echilibru real, ci o condiţie 
de echilibru fictiv, această, ecuație repre- 
zentind sub o formă simplă principiul 
lui d' Alembert, al cărui enunț este i 
următorul; „dacă la toate forțele date și £ M(m) 
de legătuyă F aplicate unui punct material 
de masă m în mișcare, se adaugă şi forța Fig. 20.41 


M(m') 
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` 


de inerție (—mâ), se obține un sistem de forje în echilibru fictiv sau dina- 
mic”. 

Pentru un sistem de puncte materiale sau un solid rigid se. defi 
torsorul forțelor de inerție în raport cu un punct fix dai cu central j 


masă, ținînd seama că md, = < (mō): 
— forța de inerție rezultantă! 


n n + 
d — d: — d Er 
Fa ppt mt) = = T a a ma, =, a. 
{a Ki 


tæl 


unde m este masa totală a sistemului (solidului rigid); 
— momentul rezultant în raport cu punctul fix O al forțelor de inerție, 
numit şi cuplu de inerție: 


Mon = XX lo md) = — LD7 x mă, = — Ke. (20.7 
q = 
Condiția de echilibru -fictiv se poate aplica și unui sistem material. 
„Dacă se consideră un sistem de solide rigide în mișcare și se izolează 
unul din aceste solide, torsorul într-un punct O al forțelor date şi de 
legătură, care acționează asupra solidului, formează împreună cu torsorul 
forțelor de inerție un sistem în echilibru”. Adică: 


R + Ru + Fa =0:; Mo + Mou + Mon = O, (20.8} 


unde R este rezultanta forțelor exterioare date, R, — rezultanta forțelor 
de legătură exterioare şi interioare, Mọ — momentul rezultant în raport 
cu punctul O al forțelor exterioare date, iar Mo w — momentul 'rezultant 
în raport cu punctul O al forțelor de legătură exterioare şi interioare. 

În aplicații, ecuațiile vectoriale de echilibru dinamic (20.8) se proiec- 
tează pe un sistem de axe convenabil ales, rezultînd şase ecuații scalare 
în spațiu, respectiv trei ecuații scalare în plan. 

Înlocuind (20.6) şi (20.7) în (20.8) se obține: 


R4 Rip E 30 Mo Mp E 0 (20.9) 


a 


20.B. APLICAȚII LA PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT 
ȘI METODA CINETOSTATICĂ 


20.B.1. O bilă de masă m, asimilată cu un punct material, este lăsată 
să coboare de la înălțimea / pe planul înclinat AB, după care se anga- 
jează în interiorul cercului de rază v, Viteza inițială este zero. Să se 
determine înălțimea minimă necesară, pentru ca bila ajunsă în punctul 
C să nu se desprindă de cerc. Frecarea se neglijează (fig. 20.B.1). 

Rezolvare. Pentru ca bila să nu se desprindă de cerc, trebuie ca 
reacţiunea normală a cercului în punctul C să fie orientată spre centrul O. 

Se izolează bila, considerînd că se află în punctul C. Asupra ei acţi- 
onează următoarele forţe: 

mg — greutatea bilei ; 

N — reacţiunea cercului, îndreptată spre centrul O. 
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„Se adaugă forța de inerție |F,| = m|â,|, îndreptată în sens invers 
accelerației normale a,. i 
Dar i 


Viteza în punctul C se determină cu teorema de variație a energiei 


cinetice : 
v, = Al2g(h — 2r). 
Înlocuind în expresia forței de inerție, rezultă: 
j ma 2g(h — 2r) yi + 
r 
Aplicînd principiul lui d'Alembert şi proiectînd ecuația vectorială de 
echilibru dinamic R + Ru, + Fu =0 pe normală, rezultă! 
N + m — Et m =0, 
PV 


de unde: 
N = me [2 — 5) . 
á 


Cum însă N > 0, rezultă h> Z. 


X, 20.B.2. Un punct material de greutate G se deplasează pe cercul de 
rază R. Ştiind că a pornit cu viteza inițială ve din poziția Mo, să se 
studieze mişcarea punctului pe cerc şi să se determine expresia reacţiunii 
normale, funcție de parametrul 0 (fig. 20.B.2). 


Rezolvare. Pe lîngă forța dată G şi de legătură N, se introduce 
şi forța de inerție F, care se descompune după tangenta și normala la 
cerc în M: 

A, d 
LE, = mlă,| = ma 


E, | = m| ã, | Em 
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Condiţia de echilibru dinamic (K 4+ Run HPne =0 ia 
tangentă și normală conduce la! i m= 0) -proiectată pe 


dv 


G Cos = m- ta 0, (a) 
. vi 
N Gein 0— mz =0. (b} 
Ecuația diferențială (a) scrisă sub forma 
| l z = g cos 0 


devine prin înmulţire cu d0: | 
| dy Î? = g cos 049; dar — = o = 
dt ` dt 


Înlocuind şi separînd variabilele, se obține! 


- = g cos 0d6, 


iar integrînd, rezultă ı 
y? . 
rT Ti SU 0 +C. 


Constanta C se determină punînd condițiile inițiale la = 0: 
| 0=0 v3 


Deci: l 
E ] DE e N NIN IO N 
2 = dp sin 0 +Ë, iar v = AJagR sin 0 + v. 


Introducînd în ecuația (b), se obține ı 
N = [a Sahn 8): 


XA 20.B.3. O pană, a cărei secțiune este unf triunghi isoscel, cu fețele 

laterale perfect netede şi înclinate cu unghiul « față de verticală, are 
greutatea G şi se sprijină pe două prisme identice, qe: greutate P fiecare. 
Prismele pot aluneca fără frecare pe un plan otizontal (fig 20-B.3, a). 


Să se determine accelerația penei şi ismel DI a 
legătură, Ha p ȘI a prismelor, de; aseenea forțele de 


Rezolva re, Se izolează succesiv corpurile. | 
Asupra penei, care are o mișcare de translație pe verticală cu accele- 
rafia a, (fig. 20.B.3, b), acţionează forțele: G — greutatea! proprie; N, și 


N, — reacţiunile normale ale prismelor. Se adaugă forța de inerție — a, 
g 


în sens invers accelerației a,. 
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Proiectînd ecuaţia vectorială de echi- 
libru dinamic pe axe, se obține: 


{EX, =0); Nicosa — Nicosa =0 
(2%, =0); 


Sa + Nsina + Nisina —G=0, 
g 


Asupra prismei, care are o mişcare 
de translație de-a lungul planului ori- 
zontal cu accelerația a, (fig. 20.B.3, c), 
acționează forțele: P — greutatea, pris- 
mei; N, — reacţiunea penei; N, — reac- 
țiunea planului orizontal. Se adaugă 


. » P A 3 
forța de inerție — a} în sens invers 
accelerației ag. 


Proiectind condiția vectorială de 
echilibru dinamic pe axe, rezultă ı 


(ZX, =0); N! cos a — È a, = 0, 
w E 
TEY =0): N, — P — Nį sin e =0. 


Datorită simetriei, pentru prisma a 
doua se vor”obține aceleaşi ecuații dar 
-cu semn schimbat... 

Ținînd seama de relaţia cinematică 
dintre deplasarea pe verticală x, a penei 
şi deplasarea pe orizontală x, a prismelor 
(fig. 20.B.3, d), za = xı tg a, şi derivând 
de două ori această relaţie, se obține 
l, = atgo. , c) 

Rezolvînd sistemul de ecuații obți- 
nut şi finînd seama de relația între 
acceleraţii, rezultă : 


G nA G ctg « 
a= IE h = ag; X, 
G + 2Ptg a 2P +Gcetgèa 
P 
A EE IPN “= 


p (2P tg a + G ctg a) cosa ` 


N; = P(1 + arr) Fig. 20.B.3 


2P tga +G ctga 


20.B.4. Se dă sistemul Jde corpuri din figura 20.B.4, a, unde s-au 
specificat “mărimile geometrice (şi mecanice cunoscutei P — Sera 
corpului (1), Q și Rj— greutăţile şi, respectiv, razele discurilor SĂ 3), 
% — unghiul {dintre planul înclinat şi orizontală. Sistan x e age 
TePaus. Să se determine acceleraţiile liniare a„ale centrelor i gs Aan 
į COTpurilor, accelerațiile unghiulare e, ale corpurilor, tensiunile i , 


283 


CE Scanned with OKEN Scanner 


£r 
Fig. 20.B.4 


reacțiunile dinamice, precum şi coeficientul” p de frecare la; alunecare între 
discul (3) şi planul înclinat, necesar pentru ca rostogolirea discului (3) să 
aibă loc fără alunecare. 


Rezolvare. Se face analiza cinematică a sistemului de corpuri, 
exprimînd vitezele liniare v,, ale centrelor de masă şi vitezele unghiulare 
©, ale corpurilor în funcţie de viteza v, =v a centrului C} a corpului 
motor (1), în mișcare de translație (fig. 20.B.4, a). Această analiză se 
bazează pe proprietatea de inextensibilitate a firului, care conduce la con- 
cluzia că toate punctele firului au viteze egale în modul. Considerăm vala- 
bilă ipoteza că firele nu alunecă în raport cu discurile ceea ce conduce la 
egalitatea vitezelor punctelor situate pe periferia unui disc cu vitezele 
punctelor corespunzătoare ale firului care se reazemă pe acesta. Accele- 
rațiile liniare a, ale centrelor de masă ale corpurilor și acceleraţiile” unghiu- 
lare e, exprimate în funcție de a, = a se obțin prin derivarea în raport 
cu timpul a vitezelor corespunzătoare: 

la i E =: dee, 
` di di 

Pentru sistematizare, rezultatele analizei cinematice sînt prezentate 

în tabelul 20.1. 


Tabelul 20.1 
Viteze | __ Acoeterații 

Ust Os Gei | e; 
v 0 a 0 
0 s o = 
R R 

v v a a 
2 2R 2 2R 
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Se izolează succesiv corpurile din sistem, introducînd pentru fiecare 
forţele date, de legătură, precum și torsorul forțelor de inerție calculat 
în raport cu centrul de masă C, (fig. 20.B.4, b, c, d). 

Se scriu, pentru fiecare corp, ecuaţiile scalare de echilibru dinamic, 
a prin proiecția ecuaţiilor vectoriale (20.4) pe axele alese (fig. 20.B.4, 
, 0, 


Corpul (1): (EX, =0);'! P — Sı — Ža =0. 


> 8 i. 
Corpul (2): (EX, =0); Ha — Sacosa=0; f 
(EY, = 0); Va — Q — Sı — Sasin « = 0; 


(Ma =0); SRE S RAL E L ao, 

È g 2 Rh 

Corpul (3): (SX, = 0); S:—Qsina— T — Ž=0; 
i 8 


(5Y/= 0); N—Qcosa=0; 


(EM = 0); LE 2.—S,R—TR=0, 
g 2 2R 


Rezolvînd sistemul de ecuații, rezultă pentru necunoscutele căutate : 
_ 4(2P —Qsin a) 
8P +70 


q — 4P — Q sin o) 
8P + 7Q 


g şi, respectiv, 


da = g; &=0; 


4(2P —Qsin o) . 


? 


a 
R (SP +70)R 


da = 0; Eg = 


a 202P—Qsina) . a  20P—Qsina) . 
(a == PI =— PL7 g 3 Eg = = == n Fa fn 
+79 2R (8P+70)R 


__ PQ(7 + 4sina) . 
i 8P + 70 
n QSP + 4P sin at 20 sin a), 
8P +70 , | 
V, = Q07 + 2 sinay + POUS + 7 sin a + 4 sine) 
A 8P +79 : 
H, QOP + AP sin at 20 sin a) cos a, 
i 8P +70 


Q(P + P sin a + 30 sina) 
8P + 70 


Sa 


N = Qcosau, T = 


| Semnul minus al forței de frecare arată că sensul real al acesteia este 
© invers decît cel presupus iniţial în figura 20.B.4, a, discul avînd tendința 
„ de a aluneca în jos pe planul înclinat. 
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"Pentru ca rostogolirea să se producă fără alunecare este necesar ca 
ITI <el], 
deci ! 
Q(P + P sin a + 3Q sin a) 


< , 
3P 470 u Q cos « 


de unde : 
> PU + sin a) + 3Q sina 
ğ (8P + 7Q) cos a 

20.B.5. Un corp. (1) de greutate P coboară pe verticală, antrenînd 
prin intermediul unui fir petrecut peste scripetele (3), de masă neglijabilă, 
un troliu (2), de greutate Q și moment de inerție J, dat. Firul este 
înfăşurat la raza R a troliului care se reazemă la raza r pe o şină fixă 
(fig. 20.B.5, a). Sistemul este inițial în repaus. Să se determine accele- 
rația corpului (1), tensiunea în fir şi coeficientul de frecare la alunecare 
u dintre şină şi troliu, necesar pentru ca rostogolirea să se producă fără 
alunecare. 


Fig. 20.B.5 


„Rezolvare. Se face analiza cinematică a sistemului de corpuri, 
ştiind că troliul (2) are o mișcare plan-paralelă cu centrul instantaneu 
de rotaţie în punctul Z (tabelul 20.2). 

i Tabelul 20.2 


Nr Viteze Acceleraţii | 


4 Mișcare l ea u wo PIERE te pe Ec AS mem 
co 
1 Translație A 0 M 0 
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Se izolează corpurile din sistem, introducînd forțele date, de legături 
forţele și cuplul de inerție (fig. 20.B.3, d, c). 
- Se scriu, pentru fiecare corp, ecuaţiile scalare de echilibru dinamic: 


Corpul (1): (5Y,=0):[S+ Za “Pab 


Li 


E se + 9 ar _m_g: 
Corpul (2): (5ă,=0; ANETT T s0; 


= 0); S(R— —2 ar Fă a al 
(2M, =0); SIR- -2 z5r- nt =0 


Pentru ca troliul (2) să nu alunece, trebuie satisfăcută inegalitatea 


ITI <uNI , | 
Rezolvînd sistemul de ecuații, rezultă : 
PPR c-ar 1 e ep O Ju) e se Doe 
i PRO! PR-H QPF JE | 
= P(QRr + Jeg) P QRr + Jeg 


PRomron+la! U? Y PR ronr Ie 

20.B.6. O bară OA de lungime / și greutate G articulată în O este 
menținută în poziție orizontală cu ajutorul firului AA’ (fig. 20.B.6). Se 
cere să se calculeze legea de mișcare și reacțiunile din articulația Of pentru 
momentul în care se taie firul (£ = 0), precum şi pentrui momentul cînd 
bara trece prin poziția verticală. 


Rezolvare. Se aplică principiul lui 
d'Alembert efectuînd reducerea forțelor de 
inerție în punctul fix O. În acest caz, 
torsorul forțelor, de inerție este: 


GI 
|F liny = Mda = 2g 2; 
Fn | Gi 
| Fim l = Ma = — E. 
3g 


Gl 
3g 


Se face observația că reducerea forțe- 


lor de inerție se poate efectua şi în ra- Fig. 20.B.6 
port cu centrul maselor C, caz în care se 

i . Lă Lă Gh 
schimbă valoarea cuplului de inerție M ino = JE = — sE. 


12g Za 
Proiectînd pe axe ecuația de echilibru dinamic pentru o. poziție oare- 
care a barei faţă de orizontală (0), rezultă: 


(ZX, =0); — H p Fiw cos 0 + Fim sin 0=0; 
(2Y; = 0); — V + Fim sin 0 — Fim cos 0 +G = 0; 
(ZM, = 0); Se — G cos 0=0, 
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de unde se deduce: 


t= 0 = SE cos 0, 
21 


Înmulțind ambii membri cu Ò şi integrînd, se obține: 


i ui 3g . 
= = sin 0 +C. 
2 21 + 


Condițiile inițiale fiind ż = 0: 0 = 0; Ô= 0, rezultă C = 0, deci legea 
de mişcare este: 


3 - 
a = > sin 0. 


Expresiile reacţiunilor, pentru o poziție oarecare, sint : 


H = Fin cos 0 + Fimsin 0 = Č (o? cos 0 + esin 0) = 2 Gsin 20; i 
8 


V =G + Fiwsin 0 — Fim cos 0 = G + Ž (et sin 0 — e cos 8) = 
8 


ipe z (cos 20 — sin? 0). 


Din aceste expresii se obțin, prin particularizare, valorile reacțiuni- 
lor: 


— pentru poziția orizontală (0 = 0): H=0; V=2; 
— pentru poziția verticală [e ==]: H=0; V = Z - 


În poziția verticală acceleraţia unghiulară este € = a = 0, deci viteza 


a cai SI 3 
unghiulară este maximă Omas = z 


20.B.7. Sistemul de corpuri din figura 20.B.7, a este format din cadrul 
0,0:AB de greutate neglijabilă, care se poate roti în jurul axei verticale 
0,02. Braţul AB are lungimea a. În punctul B este fixată printr-o arti- 
culaţie cilindrică bara BD de greutate G şi lungimea /, situată în acelaşi 
plan cu axa 0,0,. La extremitatea D a barei este atașat un punct mate- 
rial de greutate Q. Să se determine viteza unghiulară w a cadrului, nece- 
sară pentru ca bara să facă în poziția de echilibru relativ unghiul a dat 
cu verticala. 

_ „Rezolvare. Se izolează bara introducând forțele date şi de legătură 
(fig. 20.B.7, b). Se adaugă forța de inerție a barei şi forța de inerție a 
punctului material Q. | | 

Forţa de inerție a barei are expresia: 


G EET 
Fa = ma, = G + + sin a). 
& 
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Vi 


[= 
= 


i 
A 9) 4) 


Fig. 20.8.7 


Suportul forței de inerție a barei se determină aplicînd teorema mo- 
mentelor (forțe paralele, care variază liniar): 


E OTA 
f aF 
ma oei 


Xp i , 
f aF 
0 

unde forța elementară de inerție are expresia: 


G , 
dF, = dm -a, = pr dxo?(a + xsin a). 
g 


Înlocuind şi integrînd, rezultă : 
(3a + 27 sin a) 

Xp = ———. 
3(2a + lsin a) 


Forța de inerție a punctului material Q. este: 


F= 2 åp = 2 o(a + lsin a). 
E E 


Se scrie ecuația de echilibru dinamic: 


+ 


(SM, = 0); —G isin a -H Fun COs & — QI sin æ -+ Fiag} COS a =Q. 
2 


Întocuind şi făcînd calculele, rezultă : 


_ y 3g(G + 20) tg a l 
2 = V 3alG +20) + 2G + 30) sin a 


L 20.B.8. O placă omogenă, de greutate G, avind forma unui triunghi 
dreptunghic OAB cu catetele b și h, este articulată în A şi simplu reze- 
mată în O, legături situate pe axa de rotație DE, în jurul căreia placa 
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6) 


Fig. 20.B.8 


se rotește cu w = const. (fig. 20.B.8, a). Se cere să se calculeze rcacțiunile 
_ŞI valoarea vitezei unghiulare .w pentru care încetează contactul în O. 
Rezolvare. Forța de inerție are expresia: 
Gb + 
Fes = ma, =, = Z r 2. (a) 
E 


Pentru determinarea suportului forței de inerție se aplică teorema 
momentelor în raport cu O (fig: 20.B.8, b): 


CFan = | r AE w : j (b) 
(D) 


unde forța de inerție elementară este: 


dF, = xw dm = xw pdA = nat 2 ydx, (c) 
E 
[2] 
iar masa unității de suprafață este p = = ena = 
g 
Ecuația dreptei AB este: 
A R 130, 
b + h 
de unde : 
y => (b — x), 


"care introdus în relația (c) conduce la: 
dE a= = wx(h — x) dx. 
gb? > 
Integrala din relația (b) devine: 
` i b 
A ft 7 yi DaI Gotbh . ` 
(Z ar =F ofat — ydr eu. (d) 
J2 gb e e 
` (D) a | | 
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z pai a A matii A pm d aaga w DP ul y 
: 5 EAE: 
ai E . 


Dia relațule (a), (b) şi (d) se deduce: 


h 
t = —————— = —. 
Fin 4 


Izolind placa (fig. 20.B.10, b) se scriu ecuațiile de echilibru dinamici 
(ZX, =0); Fa +N—H=0; 
(2Y, =0); N-—G=0; 


(ZM, =0); hN + Ž hF, m =G = 0. 
Rezultă expresiile reacțiunilor : 


N = 63, 2); H =G- E); V =G. | 


Contactul din O încetează cînd N = 0, de unde se obține viteza unghiu- 
lară corespunzătoare: 


4g 


== — 


3h 


PP: 
pri 


N S acea r 
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Capitolul 21 
PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE 


21.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


Principiul deplasărilor virtuale sau al lucrului mecanic virtual se aplică 
sistemelor materiale în echilibru static sau dinamic cu legături ideale. 


21.A.1. Legături și deplasări 


Un punct material poate avea pe o suprafață o legătură scleronomă, 
dacă suprafaţa este fixă. O astfel de legătură se exprimă prin : 


f(x, y, 2)=0. (21.1) 


În cazul în care suprafața se deplasează sau se deformează in timp, 
legătura este reonomă și se exprimă prin: 


f(x, y, z, t) =0. (21.2) 


La o legătură scleronomă o deplasare dř a punctului, compatibilă cu 
legătura, are loc numai în planul, tangent. Una dintre aceste deplasări 
este cea reală, produsă de sistemul de forțe dat; oricare altă deplasare 
din planul tangent este o deplasare posibilă şi s-ar putea produce sub 
acțiunea unui alt sistem de forțe. 

În cazul legăturii reonome deplasările reală şi cele posibile nu mai au 
loc în planul tangent, deoarece atit suprafața cît ṣi planul tangent ocupă 
o altă poziție față de cea ocupată în momentul anterior. 

Pot fi imaginate şi la aceste legături nişte deplasări compatibile cu 
legăturile, astfel încît să fie situate în planul tangent. Pentru aceasta, se 
consideră suprafața ca fiind fixă la un moment dat /. Astfel de deplasări 
nu sînt nici reale, nici posibile. Ele se numesc deplasări virtuale și se 
notează 87(0x, y, 82). 

Pentru generalizare, se adoptă aceeași notație şi pentru legăturile sclero- 
nome. O deplasare posibilă, compatibilă cu legăturile, se exprimă l2 legă- 
tura scleronomă prin: 


Y ax + d ay + 2 dz =0, (21.3) 
ĝx 0y ôz 
iar la legătura reonomă prin: 
ôf ôf af öf 9 
n tD tRA t 0 (21.4) 


În cazul deplasării virtuale suprafețele sînt considerate la un moment 
dat, deci pentru ambele tipuri de legături se poate scrie: 


2 ga + A ay + d a =0. (21.5) 
öx 2y ðz 
Simbolul 3 nu operează asupra lui . 
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akki 


21.A.2. Lucrul mecanic virtual 


Deoarece deplasarea virtuală are loc în planul tangent la suprafață, 
se poate scrie: 


N3r = 0. (21.6) 


| Relația exprimă pe de altă parte faptul că lucrul mecanic elementar 
virtual al reacţiunii normale este nul. 
Dacă punctul material este în echilibru sub acțiunea rezultantei forțe- 
lor active F şi a reacţiunii normale Ñ, adică: 


F+N-—0, 
înmulțind scalar cu 87 şi tinind seama de (21.6), rezultă: 
F.8r=0. (21.7) 
Extinzind la un număr dat de puncte materiale, se obține ; 
n 
BL => F87, = 0. (21.8) 
izi 


Aceasta este expresia matematică a principiului deplasărilor virtuale 
sau al lucrului mecanic virtual. 


Condiţia necesară și suficientă pentru ca un sistem de puncte materiale 
supus la legături ideale să fie în echilibru este ca lucrul mecanic virtual 
al forțelor efectiv aplicate să fie nul. 

Pentru aplicațiile practice, expresia (21.8) se poate utiliza sub formă 
analitică (21.9) sau geometrică (21.10) : 


n 


èL = d. (Xx, + Y,8y, + Z,8z) = 0. (21.9) 
t=] 
AL = } Fbs, cos z, = O. (21.10) 
î=l 


Dacă punctul este în mişcare: F + NÑ = må, 
sau : 


F +N — mā =0, (21.11) 
care reprezintă condiția de echilibru dinamic. 
Înmulțind scalar cu 37, rezultă: 
(E — mâ)37 =0, (91.12) 
Pentru un sistem de puncte materiale, 


n 
D (F, — mā) 87, = 0. (21.13) 

= 
Accasta este expresia principiului lucrului mecanic virtual aplicat în 
dinamică. | Ă : : 
Lucrul mecanic virtual produs de forțele active ŞI de inerție ale unui 
sistem de forțe în echilibru dinamic, pentru deplasări compatibile cu legă- 


4 tuurile, este nul. 
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Dacă sistemul material are un număr p de grade de libertate, el de- 
pinde de un număr Ș de parametri independenți, cruan. coordonate 
generalizate q, 

O legătură scleronomă se exprimă prin: 


7, = fig): k=1,2...þ, (21.14) 
iar o legătură reonomă prin: | 
F= Fl t); k=l, 2...9. (21.15) 
Pentru ambele legături 
dr, = 3 i aq, | (21.16) 
AZI Ofk i 


Introducind (21.16) în (21.8), rezultă: 


DE ț2 d. gg „=o. | (21.17) 


sal k=1 ôq: 


Relația (21.17) este identică cu (21.18): 


, , a 
DD F Z) ag = 0 (21.18) 
k=1 E k 


__ Deoarece parametrii q, sînt independenți, expresia (21.18) trebuie să 
fie identic nulă, deci se obțin p ecuații de tipul : 
A a ôF o : 
SF =0. (21.19) 
= ôe 
Expresia` (21.19) poartă numele de forță generalizată (notată Q,) şi 
are dimensiunea unei forțe dacă coordonata corespunzătoare este o distanță 


şi dimensiunea unui moment, dacă coordonata este un unghi. Deci, se poate 
scrie : 


0,=0. ia (21.197) 


21.A.3. Principiul lui Toricelli 


În cazul cînd sistemul în echilibru static este acționat numai de greu- 
tățile punctelor sau corpurilor care compun sistemul, se poate scrie: 


F, =G, = —GE. 


Expresia (21.8) a principiului lucrului mecanic virtual se scrie 
n 
— J> G,8z, = 0. (21.20) 
= 
Aplicind teorema momentelor statice, 


sa De) =0. | | (21.21) 
ni 
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Rezultă, de aici: 
$z, = 0. (21.22) 


Aceasta înseamnă că un sistem de corpuri materiale este în echilibru 
dacă centrul său de greutate ocupă. o poziţie de maxim, minim sau la 
cotă constântă. Cele trei poziţii corespund în ordine situaţiilor de echilibru 
stabil, instabil sau indiferent. 


21,A.4. Viteze virtuale 


Asociind deplasarea virtuală cu un timp arbitrar în care ea s-ar putea 
produce, se poate defini o așa-numită viteză virtuală: 


Astfel, derivata expresiei (21.8) devine : 


cai E aa 3P = Fa, =0. (21.23) 
1=l 


j Expresia (21.23) poartă numele de metoda vitezelor virtuale sau puteri- 
/ lor virtuale care este foarte potrivită pentru rezolvarea sistemelor de bare 
articulate în echilibru (grinzi cu zăbrele etc.). 


21.B. APLICAȚII LA PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 


21.B.1.. Două inele P și Q, legate între ele printr-un fir perfect flexibil 
şi inextensibil de lungime 7, pot aluneca fără frecare pe un cerc de sirmă, 
situat într-un plan vertical. Cunoscînd raza r a cercului, să se determine 
valorile unghiurilor 0, şi 0, pentru poziția de echilibru (fig. 21.B.1). 


Rezolvare. Principiul deplasărilor virtuale: 
SL = EF, . 87, = 0, 
aplicat pe direcția tangentei, pentru o deplasare 5s, conduce la: 
òL = P sin 0,8s — Q sin 0,8s = 0. 
Cum ôs 40, rezultă că: . 
P siù 0, —Q sin 0, = 0. 
Adăugind -relația geometrică 1 = 70, + r0;, 


se obține 
ctg 0, = ——— g 0, = 
mi pa [+] 
Qsin [$] sin (~ 
21.B.2. Două greutăți P şi Q sînt legate de 


capetele unui fir trecut peste scripetele fix O, ast- 
fel încît greutatea P cade după verticală, iar greu- Fig. 21.B.1 


P + gcos (+) Peas |) +o 
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Fig. 21.B.2 Fig. 21.B.3 


tatea Q alunecă pe un plan înclinat (fără frecare). Cunoscînd distanţa 
OA =a şi unghiul «, să se determine distanța AB = s pentru poziția 
de echilibru (fig. 21.B.2). 


Rezolvare. Principiul deplasărilor virtuale aplicat pe direcția 
mişcării conduce la relația: 


Q cos æ . $s — Pôx = 0. 
Icgătura între x şi s se obține din triunghiul OAB: 
x? = 02 4+ s2 + das cos a. 


Se diferențiază : 
2xðx = 2s 8s + 2a cos a 85, 


de unde: 
S+- acosa 
òr = (s + a cos a) òs. 
Ps 

Deci: 

P(s + a cos a) =0 cos a. x 

2? 

adică : 


P(s + a cos a) =Q cos a NI + s? + 2as cos a. 


Din rezolvarea în raport cu s, rezultă ecuația : 


= 3 — P?) a? cos? « 
Sacose n i mal E i, 
P? — Q? cos? a 

21.B.3. Să sc găsească poziția de echilibru a barei de lungime / și 
greutate G, rezemată fără frecare pe două plane, înclinate cu unghiurile 
æ şi P (fig. 21.B.3). 

Rezolvare. Se aplică principiul lui Toricelli sub forma òy, — Ü. 
Poziția de echilibru va fi dată de unghiul 8. 

Pentru calculul lui v, se găseşte OB: 


I OB 


sin(x -+ 4) g sin 0 


: l. 
J.= OB sin fi — —sin(0 — a). 
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De aici: 
$y. = ic 0 sin B 30 -— L cos(0 — 2)80—0, 
sin(a + B) 2 


Rezolvînd, se obține : 


tg 0 = 2 sin B — sin(a -+ B) cos a | 


i sin (a + f) sin a 

NK za. Să se găsească poziţia de echilibru pentru bara OA din figura 

C .B.4. Se cunosc greutatea G a barei, greutatea P care acționează printr- 
un fir asupra capătului barci și lungimile OA = OB = 1. 


Rezolvare. Sc alege unghiul 0 pentru stabilirea pozițici de echilibru. 
Se aplică principiul deplasărilor virtuale și se dă barci OA o deplasare 
infinitezimală 80. 


Dacă se notează cu L lungimea firului, deplasarea greutăţii P ceste: 


ès = L — Z sin = |2 sin], 


2 
N Dezvoltînd şi considerind 30 mic, rezultă: 
0 
Fj Ss = 1 80 cos Zi 


Lucrul mecanic virtual este 


3L =G 80sin 0 — PI 30 cos Ž s0. 


BS Deoarece deplasarea virtuală este diferită de zero, rezultă : 


t 


A Gsin 0 — 2P cos È =Q, 


cu soluțiile : 


cos £ =0; 0= z; 
2 


. 0 P > . P 
sin — ==; 0 = 2 arcsin —. 
2 G _G 
21.B.5, Un hexagon ABCDEF este format 
din barc articulate de lungime și greutate negli- 
jabilă şi are bara AB fixată. Sistemul se găseşte 
în echilibru într-un plan vertical sub acţiunea forței 
P verticale, care acţionează la jumătatea laturii DE 
și a tensiunii dezvoltate în arcul FC. Lungimea libe- 
ră a arcului este Z, iar constanta sa elastică este k. 
Să se calculeze poziţia de echilibru a hexagonului 
și forța dezvoltată în arc (fig. 21.B.5).], 
Rezolvare. Poziţia de echilibru este dată de 
unghiul 0. Pentru a pune în evidență forţa din arc, 
se inlocuieşte efectul arcului cu forțele S. Se aplică Fig. 21.B.4 
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principiul lucrului mecanic virtual pentru forțele active P și S: 


BL = — Py, + Sër, — Sâ, = 0. 
Sp = 2l sin 0; y, = 2l cos 089; 
4, = — lcos 0; | x, = lsin 080; 
Xe = (1 + cos 0); x- = — lsin 080. 


Înlocuind în ccuația lucrului mecanic virtual se obține 
— 2Pl cos 080 + 2SI sin 080 = 0, 
Deoarece alungirea arcului este : | 
Al = 21 cos 9, 
rezultă : 
S = 2kl cos 9. 


Introducind valoarea lui S, se obține: 
— o soluție particulară corespunzătoare unei situații de echilibru nestabil : 


cos 0 = 0; 0 = zj2; S=0; 


— o soluție generală depinzînd de sistemul de forțe aplicat: 


sin 0=-f; A a 
2ki 


Pentru valabilitatea soluțiilor trebuie ca P < 2kl. 

Dacă P = 2kl, se obține soluția particulară găsită anterior. Dacă P > 
> 2kl, arcul va lucra ca un fir; poziția de echilibru depinde de lungimea 
firului. Forța din arc nu va mai fi o forță activă, ci o tensiune pasivă, 
a cărei valoare este funcție de poziția de echilibru a sistemului. 


21.B.6. Să se găsească poziția de echilibru a sistemului celor două 
bare articulate din figura 21.B.6. Se dau OA =}, AB = 21, greutățile 
barelor G, Q, iar P, forța orizontală din capătul B al barei AB. 


Fig. 21.B.5 © Fig. 21.B.6 
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Rez ol vare. Sistemul are două grade de libertate, reprezentate 
prin unghiurile 0 Și e. Se aplică metoda lucrului mecanic virtual. Intro- 
ducind forţele active în expresia analitică, se obține : 


SL =G bto + 08%, + P8y, =0; 


Xe = 2. cos 0; 0 = — = sin 080; 
Xp == Peit +icose; 8r, = — Isin 080 — lsin ọ8p; 
Ya = Ísin 0 + 2 sing;  8y, = Leos 880 + 2 cos yòy. 
Substituind în ecuație valorile găsite, se obține : 
sili 5 sin 080 — Ql(sin 080 + 2sin pëe)+ Pl(cos 080-+2 cos ș39)=0. 
Anulînd forțele generalizate, se obține : 
N -G5 sin 6 — Qsin 0 + P cos 0 =0; 


y —2Q sin p + 2P cos ọ = 0. 
ra “De unde: 


| 2P P 
t 0 = A t = a 
N i G + 2Q "g Q 
| 21.B.7. Să se calculeze reacțiunile din legăturile sistemului de bare 


| din figura 21.B.7, a. Barele au greutăţi neglijabile, iar forțele aplicate 
Pi au mărimile cunoscute, indicate pe desen. i 


Rezolvare, Se îndepărtează legătura în care se urmăreşte calculul 
unei reacțiuni, după care se dă sistemului o deplasare compatibilă cu 
legăturile rămase, astfel încât numai forța de legătură dorită să dea lucrul 
mecanic pentru deplasarea respectivă. Se pot da deplasări virtuale infini- 
tezimale liniare sau unghiulare. 

Se înlătură reazemul din D. Se dă o rotaţie lui CE în jurul lui C; 


bara AC rămîne nemișcată (fig. 21.B.7, b). Numai forțele de pe bara CE 


produc lucru mecanic virtual: 
ÎL, = 3P - 2a $a, — N Bada, + 2P7a8x, =0; 
10 
N, =3 3 P, 
Se roteşte bara CE în jurul lui D, bara AC rămînind fixă (fig. 21.B.7, c) : 
5 
Ne = a. P. 
Se înlătură reazemul din B, fiind pusă în evidență reacţiunea normală 
din B. Se dă o rotație ĝa, în jurul lui A, care atrage o rotație 38, în 


jurul lui D (fig. 21.B.7, d). 
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Relaţia geometr ică între deplasări este: 
| Š 58% = 38fa. 
Lucrul mecanic virtual este 
3L, = P'sin 30° 4a Soy == Na8a Bay + 3P4a 3p - -- > 2Pa 38, = 0, 
Folosind relația între deplasări, rezultă : 


7P 
N, = —. 
3 


Pentru punerea în evidență a reacţitinii din A, se înlătură articulația 
(is. 21.B.7, e). Se dă o rotaţie ŝa; în jurul lui B (rezultă o rotație 38, = 


= = = Ba în jurul lui, D) pentru calculul lui Ya fe eo 
Rezi = sai i aug + rul + Pe 


Yra z i 
'6 
Pentru calculul lui X, se dă o deplasare 8s în Ligia barei AC. Rezultă 
x, =Ż43 


21.B .8. Să se ia eforturile din barele grinzii cu zăbrele din area 
21.B.8, a. Se dau AB = AC = a, CD = 2a. 


Fig. 21.B.8 
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Rezolvare. Pentru aplicărea metodei vitezelor virtuale (puterilor 
virtuale), se îndepărtează bara în care sezcaută efortul și se dă sistemului 
o mișcare compatibilă cu legăturile. Ecuația ia forma P = 0, unde P 
este puterea virtuală. 9l23 Libia joigego 

Se dă bárei\CB viteza o, fațăgde: G7 (fig, .21.B.8, b), Rezultă ; 


"iluwa adhaig anaj sitel 
g1 7” AE- 
Deci : h | 


aa i E 
Holu BP Peos459): my2 + Srcos45° 014 2 =0. 


na A 4 pan 4 f ttg 1 
= a ť» J) 37". pyas | | Fel i er 
SĂ A t DI 4: = RA Îi i i W 9i} BJO Q GD PA 


cd 1 oa , 
st sl lnrbuolao iura (Cl regy _ari T i 
Barele BC şi AB au mișcare plan-paralelă. Barâ-BC' arc centrul instan- 
taneu de rotaţie la infinit, punctele D și A sint fixe (fig. 21.B:8, c), 
q i 


mg i a Y 
A gUB =a Uo e 


H e N 


An oo G yè pnp că 
Gi 93; re tri 29 2 ASE . PE a 
deci : D. ISTU SRILA Ri 20 91 saciqab o šb j2 j 
4 i s h 


Pos + Swoi O; yS: = — P. 


Rezultă: ni i i ELA 
Uy = 40; Vo= AW. 


` ` 


dedi S n k NR a rca es - e | > DRE, 3 SE _ 
iat ` Paw — 2Păo — Saw == O; À a = — P. 
Centrul instantaneu de rotație al triunghiului A BC este în C (fig. 21.B.8, e), 
bara CD fiind imobilă. |Considerînd w față de I = C, rezultă: 
v= ala; v, = 4o, a gi 
deci : să | 
ja ac Să Sa pet 2 P cos 454 N 2 = Sup ao = 0 


= | / 
ai K 
NL NE îi s= PE. 


st Te NS i f i A | 
Bara AB se poate -roti față de A. Dacă viteza de rotație este w, 
rezultă: l T REA / 


$ 
pd ko A L S 
Ug = A.W ` 


ta cu, 3 9 A pd t . ' . 
- Aplicînd. metoda -vitezelor . virtuale, se obține : 
zar Wa E i A O IPao' = S, cos 45 “au =0; 


a Si N y 


a 


i 
%, A ` 
Ta N `N ` $ 4 +. TN 
A Su= Pad | 
e e E. | 
su SR N a 2 ` b` . i A y EN ' 
| | 
: 3 en F í d a 
N n T) 


ay, 
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Capitolul 227 } Ai Ftoalnri dai E ta litej APTER i PI 
dia ai Up de À ou? stizutăral DE ' 4 sia 

r E laaa i ` ; A 4 HRE ad e Mda 4 t "i VI A $ siig aa 2.) 
ECUAȚIILE LUI LAGRANGE illa sa swo ab oreororalra sirrtăual 


pe 
Gin: 


“"22A, PREZENTARE TEORETICĂ © |. .. 


Ecuațiile lui Lagrange de speța a II-a constituie metode generale ale 
mecanicii analitice, permițind determinarea poziției: unui sistem în fiecare 
moment în funcție de un număr de parametri geometrici independenți. 
Acești parametri pot să fie distanțe sau unghiuri și pot fi raportați la 
corpuri fixe sau la corpurile mobile ale sistemului, ‘Astfel, în figura 22.A.1, 
parametrii q, şi ga sînt distanţe, iar g este un unghi. Pe de altă parte 
qı Şi gs sînt parametri absoluţi (raportați la repere fixe), iar parametrul 
qə este relativ (raportat la punctul A care este mobil). Caracteristic acestor 
parametri independenţi este; faptul. că numărul lor este egal cu numărul 
gradelor de libertate ale sistemului, adică cu numărul posibilităților de 
mișcări independente ale corpurilor sistemului. | 

Cu ajutorul acestor parametri poate fi exprimată energia cinetică a 
sistemului, care conţine în expresia éi atât «coordonatele generalizate, cît și 
derivatele în. funcție de timp ale acestora, denumite viteze generalizate : 


LOTIOL 


sog E= Elgo ah sln 2aie oh. otes nI. inio (22i) 

În expresia 92.1, numărul total de grăde! de libertate a fost notat: 

cu h (în exemplul din fig. 22.A.1, 4 ='3). În cazul general, în expresia 

lui E apare ca variabilă explicită timpul ż. Astfel de legături în care £ 
apare explicit poartă numele de reonome. 

n cazul în care timpul. nu, apare, explicit în expresia. lui E legăturile 

| JE „E =E (qi dak =, Ziroissohois stvara „1 1 (22.2) 

Ecuațiile” Lagrange de! speța a II-a au expresia îi i ax 

EE a pe » 1) SIRI d: 


, C g BITA JÜ iti 
a ježa skri Ain. g bai gsi 29.3 


ele fiind în număr egal cú numărul gra- 
delor de libertate ale sistemului. Notaţia Q; 
reprezintă forța generalizată, aceasta fiind 
0, expresie cu, dimensiuni de forță, dacă q, 
reprezintă o distanță sau cu, dimensiuni de 
moment, dacă 4, este un. unghi. Expresia 
ei de calcul aşte, sitntarată Sh iei go 
O, EF at k = 1,2, a. h,. $ (22,4) 


k 


unde 3[, reprezintă lucrul mecanic virtual 
efectuat în’ sistem numai pentru - variația 


parametrului 'g,. ~ 


Fig. 22.A.1 
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În cazul în care forțele sistemului sînt conservative, există o funcţie 
de forță U = U(g,, t) — pentru legăturile reonome, și U = U(q,) — pentru 
legăturile scleronome, din care se obțin toate forţele generalizate ale 
sistemului: | Ii 5 ca: Ale 


De pede (22.5) 


Există posibilitatea concentrării expresiei ecuaţiilor (22.3), prin intro- 
ducerea funcției lui Lagrange, denumită şi „potențial-cinetic” : 


Ls Ltd 5 = E + U akei atama 14226) 
„„ În acest mod, rezultă: SARE Be 
108! iso sog p eB bigar (22.7) 


Iir dir | E dat CE Ode 


deci ‘ecuațiile lui Lagrange devin: . 


[3] E=o; etorep e Aa Moi (29.8) 
„Prin determinarea legilor de variaţie 'pentiu toți -pârametiii : 
q EPER S L2 oe ae (22.9) 


poziția în spațiu a sistemului ar putea fi reprezentată grafic prin poziția 
unui punct, P în spăâţiul cu / dimensiuni. Acest punct P exprimă starea 
sistemului la un moment dat, el purtind numele de punct figurativ al 
sistemului. Un astfel de -sistem de coordonate de stare poartă numele de 
spaţiul. configuraţiilor, deplasarea punctului P în acest sistem marcînd 
evoluţia în timp a stării mecanice a sistemului, E 


i 


- 22B. APLICAŢII LA ECUAȚIILE LUI LAGRANGE ` 


 -22,B.1. Prisma de“greutate G, avînd unghiul planului înclinat «a, se 
reazemă pe un plan orizontal. Pe planul înclinat al prismei se reazemă 
un tachet vertical de greutate Q (fig. 22.B.1). 

“Se aplică prismei o forță orizontală F pe direcţia centrului său de 
greutate. Să se studieze mișcarea sistemului considerat iniţial în repaus, 
| neglijind frecările, şi să se scrie legea de 
mișcare a prismei, 


"Rezolvare. Sistemul are un singur 
grad de libertate, care se alege sub forma 
coordonatei generalizate g. 

Energia cinetică a celor două corpuri 
cu mișcări de translație este: 


i Gal 9 îi , 
f E= Spa (4 tg a). 
E aai 2 g 2 g 

EN “ + Forța generalizată se obține ca raport 


Fig. 22 B1 al lucrului mecanic virtual total corespun- 


„304 


CE Scanned with OKEN Scanner 


zător. variaţiei -coordonatei- generalizăte qisi difegonfiala, virtuală a acestei 
coordonate : n “4 gt fe 


` IRL Fa — N? ati e 


K 59 

“Pentru scrierea unicei „ecuaţii tarate în acest caz, -se calculează ; 

it PA ai mini i ieh 

ELIG OR oji Eor d lui ” 1G grga) 

24 - rog nova oj g: 
Deci; se g pp otita o FSE am b rata. KALS 

tt ad br 26 one > = otga, 3 . 

alai n Forj ma N O tg, trio] | Sg o] j 
d = bari; 
G+Qtei 


e E e i că sistemul pleacă din repaus, ecuaţia e mişcare a 'prismei 

este : tg nisi pede atiia sii sitirdi sb asbsre ăuob ats | 
i dp RAT P 
i 2 È G +Q tg? a: 

22.B.2. Sc consideră sistemul (fig.-22.B.2) format! din prisma de greu- 
tate G şi unghi de înclinare a şi particula materială de-greutate P, aflată 
inițial în repaus pe planul înclinat al prismei. Sistemul este lăsat hber. 

Să se studieze mișcarea sistemului, con-. 
siderînd că toate legăturile sînt ideale. si di Adi 


Rezolvare. Sistemul are două gra- 
de de libertate, reprezentate de coordo-) 
natele generalizate g, şi ga. Energia “cine- ` 
tică a sistemului este : 


4 


sy TA ++ in cos a), 
iar funcția de toras j. 5) esie cy ze i i + Fig. 22.B.2 


GE pc - — Qa sin na) Cc. 


Pentru scrierea celor două ecuaţii Lagrange se utilizează. funcția 


T= E +Ü şi 'se calculează: 
L 


Daip P (n + daco): — = 0; 
ôj, g a A 
N) Ep P sng 


Cu aceste elemente, se obţine: 
P+G. 


da EL a COS as 0; 
put i 


Pi cosa + ija = “Paina ~ -> m 
£ 8 GLN Ri’ 
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""Rezolvînd sistemul, acceleraţiile prisniei, respectiv: a punctului de. greu- 
. sa sf f 


tate P pe prismă, sînt: 

EALE i: ='p (P + 6) siu a 

2(G + P sin? a) ” G 4 Painia 

: | Se observă că ambele mişcări, au. edrat constante, deci sînt uni- 
form accelerate. ‘Semnul negativ de la & q, indică faptul că mișcarea prismei 


are loc în sens contrar celui: presupus inițial sau, dacă iniţial prisma are 
o viteză în sensul presupus, mișcarea ei. va fi uniform încetinită. 


d =g 


22.B.3. Prisma din figura 22.B.3, de greutate G, are pe planul înclinat 
cu unghiul a« un canal, înclinat cu unghiul B față de bază, în care se 
poate mișca un punct material de greutate P. În centrul de greutate al 
prismei se aplică forţa orizontală F, „paralelă cu fețele laterale ale prismei. 
La momentul inițial sistemul este în repaus punctul material găsindu-se 
în poziția cea mai de sus a cânalului.; 

Să se pastasi lçgile, de mişcare ale corpurilor Sisteminio, „jRegiigieid 
frecările. ` i zf! TOT MD PSIG inu 


ralizate, pe baza cărora rezultă ņ- 3 


t 


iată ih aia IG BrE 
Pd 3D si pE o g piu ti Gi Di — “Dă sin buos a): E DES 
îali A ətstumorg2o g? 25 ex oiib sb or în Doe 
e nieţia de: of dt ste și iq] a paailo ati rain >. ga r? 
! E ©U = A -+ Bal sin Bsin a F e oală ATERA 
Se calculează, L=E+U Şi, procedind similar ca, ja problema prece- 
dentă, rezulță ;. rd ika A 3 7 | 
h G i .. AA] IA j ZJ r - 
E A i în — Bisin poosi = Ei Dina tara 
À fap d ru umili tona 
» s S P ie) TAIMI e 


mji dn sin fi cos a T AR == P sin sin a. 
A dx £ s 


 Rezolvind SEAIN se tine: 
:"2R+4 PsinBsin2a , e ja = g PIC + Pisina t Feos al, 
2[G + PU — sin? B cos? a)]? - 2- 0) 2, G -+ P(L— sim B cos? a) 


n 22.B.%. Bara; AB din. figura, 22,B.4 se roteşte cu viteza unghiulară 
hrani Wo în jurul unui ax vertical, fiind. înclinată faţă de verticală 


in = 2 


Fig. 22.B.3 
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cu unghiul æi Pe „bara: -AB poate aluneca fără, frecare: un. cursor -M de 
masă m, asimilabil ; cu un punct. material, + a tren: 

Să se studieze mișcarea cursorului în tapori cu bará, dnik Ja fien 0 
el este lansat din A cu viteza Vo faţă de „bară. 


Rezolvare. Deoarece bară ate mişcare cunoscută, se alege un 
singur parametru x, pentru, studiul, „mişcării pynstui, față de bară. 
Energia sistemului este: 


vit 
rtta "vi 


E Eam m(4? F Ab sin? a), 


1149; 17 PU J 2 Ds MIA 


? 


Shasi 
iar funcția de forță are expresia: |! 
A we 


U = — mg tos a + Ce 


i i iapă este E ia ceia mad 
pi) “i sti, 4 Li A $57] 
: se tie ae a ui 
e E sin? a = —g cosa, «b 
iar prin integrare conduce lai : Bilusot iz sava oZ 


1 > NA sin a EG pasis sin & E ai 


PI e Zibn)ut 


Se aleg condițiile. iniţiale , x = 0, 2=w; pentru if:=: =+0, cu. ajutorul 
cărora se calculează, constantele , „de, integrare; iusotir Er: 


-ob sin? a 


___ Vobo Sina — g cos a.. Cai Vao Sin æ -+ g cosa 
= — = rea e, Ei 2p FOI RNa EET i = Ta = r e 
z. 209 sin? ar 2%9 sin 


„Introducînd, gonseil 53 ordpind; expresia!) lui „x, irezultă : 


E Bi Sa shod sin a) y aka [1 — hogs sin ao) 
îi clean un gase ig o idila ir 


unui ax zii call Tubul este iliri cu Area a pie de'ax bă 22. B5). 
În tub se mișcă, liber un punct material de masă m: La momentul inițial 
y= b, 4= O, iar tubul se, roteşte cu viteza Wnghiuláră wo 

` Neglijîind frecările, să se sindicz legile, dea variație ale Yiezdion tubului 


şi punctului faţă de :tubipot ob sipam în Bohon 
Rezolvare. Sevaleg) doi: eme N studiul mișcării : + care 
marchează mișcarea punctului în tub și 0 care s qar 


stabileşte poziția la un moment. dat a tubului, 
în rotație, față de un plan vertical fixt) >o = 
Energia cinetică a sistemului și funcția de 


forţă sînt : i 


iz Ri MI: sin * pa + m -}- x202-sin a)i AD 


2 3 
U = mgx cos « + Cr Es 


Ecuația Lagrange referitoare la parametrul 
0 conduce la o integrală prima : aa Mg mg 


Ml? sin? a PEY So == on za . 
r ġ + mad sin? Marai o Fig. 22B5 


e 
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” Punind:; condițiile iniţiale t= 0, x=c, 6= oig «9 qo: f ERA să 
calculează constanta Cu astfel că i integrală, particulară a ecuaţiei dife- 


renţiale. este : i : 
MD + 3met ie ua $ siib sensi prea 
= 09 
p 9 PA STERE MI + 3m? ` ij : ři ’ 
Cea de'a dinh ecuaţie, făcînd derivatele călespunzătoare, este te 
& — x02sin2 a = gcos a: 


Înlocuind pe Ô? și făcînd schimbarea de variabilă 


„d d(4) ngeon í pi ii 
o2 dy 7 


rezultă : poa Tp Pe 
At sia 2w siit a D oner A 2 osa’ 
dx 2992n- (MB H 3m) 


"Se integrează și rezultă : 
aa o AMP meetai e Enosa + Ca 
. 3m(MI + 3ma?) 
“Punind condițiile iniţiale prezentate mai “inainte, se: calculează Ca 
astfel că expresia vitezei bilei față de tub ete i 
"o3 sin? a(MI2 + Bme) (42 . — e) 


4—2 a= COS g ` 
gl j p MI + 3mat 


Se observă că cele două 'viteze s-au calculat în funcţie de parametrul 

x. Ecuațiile sînt valabile atîta. timp cît punctul se mișcă în tub. 
= 22.B.6. Un disc omogen dei rază 7 şi masă m '(fig. 22.B.6) se rosto- 
goleşte fără alunecare în interiorul unei suprafeţe, silingrige de rază R3> 7, 


pi cind din repaus la 0 = æ.. 7 
Să se, calculeze. viteza centrului discului. cind acesta trece prin punctul 


dări mai de jos. al traiectoriei sale. ., ...:.: anal 


nu Rezolvare; Singurul grad de libertate este: reprezentat de unghiul 
6. Se scriu energia cinetică şi funcţia de forță ale discului: 


ILE a patit huik “ama 62 1 mr PAND, 
25 mp = pe în 4 E e 


=: | i ca 
U = ma(R -r 7) AI pu oi 
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| "Ecuația Lagrange este  : 


b. pd ` 
ii E cos D= Ó, 
3 R-r 0 


Integrind, rezultă : 


l ġe 28 


sin'0 = C. 
2 3 R—=v - C 


Punind coudițiile inițiale ż = 0, 0 = o, 
= 0, rezultă : 
* i 4 t su ` èb 1 
ò? = = —Z— (sin 0 — sina); 
3R=—vy 


= (R— 5; 


c 


pa / LR — PU —sin o). 


22.B.7. Fiind dat sistemul de corpuri 
din figura 22.B.7, să se calculeze accelera- Și ao PIB 2282 
tiile care determină mișcarea sistemului. 


VI 2P 


Rezolvare. Situaţia cinematică a cor rpurilor ` sistemului, așa cum 
sint notațiile pe figură, este reprezentată în tabelul următor. Tot în tabel 
sînt calculate ŞI energiile cinetice ale corputilor sistemului, ale cărui grade 
de libertate sînt x şi 6. 


Mişcare Viteza Energia cinetică 


z 1 A A 
Translaţie v = 4 + RO a — (2 + ROR 


Translație kan ‘v =ă — RÊ 


g 
P. | 
— (i — RÖ} 
g 

G 


3 | Plan-paralelă 


ASR | 


G ‘translație 


309 


CE Scanned with OKEN Scanner 


y | 


Energia totală a sistemului se obține prin însumarea energiilor fiecărui 
corp în parte, | 

Forţele generalizate sînt : 

S NI f = 
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| A Q. i òL ja 3Pëxrx + G6+ — Gx — P25% AP 
; Ai i P Ga ui òx 
taa tg O 2P:R80— PR. 
Poe tb ee i ER 
Qo 30 50 i 
m Se calculează : 
ED d we hpi ape 
0ă rg) 2 Sp ôx 
Li i | s 
È: L R 2 A 
eA 26 g g 2 20 
Qi CN Ni] i N ~ ~ moai Somna 
Ecuațiile Lagrange sînt (a miez = Dri Ab fe 
72P + G)& + 2PR5 = 2Pg; | 2P3 + (6P.+ G) RÖ = 2Pg. 
Rezolvindu-le, rezultă : Is oinold sa pa ALII 
IEAM 2 239 i iJ 
pag PUPO . g _ p 2PUP+IGO 
ţi MS BoP: F 56PG IG) | S RBOP 4 5670 + 70 


Capitolul:+28::. 2 tt, noili caz abis vote Sita a buri portat 
A! aud Pda PEE RET L rtn 3 Pi *)] 3 ia LE $ i IES RA 
ECUAȚIILE CANONICE ALE LUI HAMILTON © 0o o e 
tri i i ; 210037. tiu] sirena f ( S IS TEF 4 pp f č FETI i fapt i rE 
3. AA i L;i | 
“hi tipe [e T: sl f Tiy „Tii 
ibile te ol piq 
T fi J 4 


23.A: PREZENTAREA TEORETICĂ ` 
! ) În augt ittri Or] iota G9 9 sfiit IEI 

Aşa cum s-a prezentat la capitolul 22, poziţia unui sistem la un moment 
dat se poate defini cu ajutorul parametrilor independenți q,, unde $ia: 
valori de la 1 larh pentru gradele: de libertate ale sistemului. Dacă se 
consideră ca parametri independenți și vitezele generalizate g,, atunci se 


poate considera că sistemul material considerat depinde de 2% parametri: 
Pentru a utiliza efectiv acești parametri, în: cazul sistemelor pentru care. 
poate fi definită o funcţie: generală -deu forță de tipul U(g,, î) — pentru. 
legături reonome sau. U({q;) — pentri legături scleronome, se introduce: 


noțiunea de impuls generalizat, definit prin relația : 


2 EPE pi Al Dame e 23) 


ap AA! $ INA 
YAJIMA IAS ei » IIINNNISN d 


Impulsul generalizat are dimensiunile unui impuls, dacă. corespunde 


. pă | Poet EA. -4° Ti? . df? w) . i A i é.: . e. . La . 
unei coordonate generalizate cu dimensiuni de lungime, şi dimensiunile unui. 
moment cinetic în cazul în care coordonata corespunzătoare are dimen- 


y . 
L 


siuni de unghi. o. e l | 

Pentru 'sistemele materiale cu legături olonome poate fi definită funcția 
lui Hamilton, care 'reprezintă energia totală a sistemului, exprimată în 
functie. de, qi: Și; Pa: si E b ldimateia iole > i 


DEE 


Eliminarea vitezei ‘generalizate Q, s-a făcut pe baza relației (23.1). 
Folosind. relația de definiție a lui H, se obţin. ecuaţiile canonice ale 
lui Hamilton : 


gg etol ob gpplitiu d | 
— = ġġ; — [= Dei RL, n hi 2373 
ðpr' k das Pa i TR. ( 3) 


Se obține astfel un sistem de 2% ecuații diferențiale de ordinul întii, 
vare înlocuiesc cele% ecuații de ordinul al doilea ale lui Lagrange. 
Se arată că; | 


aH L, 2E,, tos 4) 
d a a E 


F. A 
deci, în cazul în care legăturile sînt scleronome,. energia totală. a 'sistemu- 
jui se conservă! 


tA 


H = È + V = E — U = const. 


a OH => 2 Dle > Lle db; KIE dee o O 
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Integrind ecuaţiile canonice ale lui Hamilton (23.3), se obţin iumcţiile 
q(t) şi fli) care definesc starea dinamică a-sistemului material i: un 
moment dat. Aceste funcții: pot fi privite ca un sistem de coordonate 


în spaţiul euclidian cu 2% dimensiuni — denumit spațiul fazelor — în care 


punctul figurativ al sistemului P(q,, f) descrie traiectorii de fază, cu 
ajutorul cărora poate fi stabilită atit poziția la un moment dat a puncte- 
lor sistemului, dar și impulsurile generalizate corespunzătoare. Utilizarea 
spaţiului fazelor este interesantă mai ales pentru studiul calitativ al coni- 
portării sistemului material în timp, pentru aprecierea stabilității mișcării 
etc. . t: A 4 . P i 
Din punct de vedere practic, ecuațiile canonice sînt foarte potrivite 

pentru programare pe calculator, reprezentind sisteme de ecuații de ordi- 
nul întii, pentru care există metode destul de precise de integrare nu- 
merică, tifi i | 

+ Revenind la expresia (23.4), se remarcă obținerea unci integrale prime 
a: mişcării dacă H nu este funcție explicită de £ (vezi 23.5). Se mai pot 
obține integrale: prime! dacă una sau mai multe coordonate generalizate 
g, nu apar explicit în expresia lui H. Din expresiile (23.3) rezultă că 
impulsul generalizat corespunzător este constant în acest caz, coordonata 
respectivă purtind denumirea de ciclică sau ascunsă. 


23.B. APLICAŢII LA ECUAȚIILE CANONICE ALE LUI HAMILTON 


_23.B.1. Să se studieze mișcarea unci bare grele la suprafața Pămintiului, 
lansată într-un plan. vertical. Se cunosc masa M a barci, momentul de 
inerție J față de centrul maselor și condițiile inițiale ale mişcării, viteza 
centrului maselor Jo, unghiul æ de înclinare a vitezei J, față de orizontală, 
viteza unghiulară momentană wọ a barei. Se neglijează rezistența acrului. 

Rezolvare. Se alege sistemul de referință Og,ga din figura 23.B.1, 
poziția barei fiind determinată în planul vertical de coordonatele y, și 
qə ale centrului. de greutate şi de unghiul q} făcut de axa barei cu ori- 
zontala Oq. E l | 

Energia cinetică a barci la un moment dat este: , 


iar funcția de forță are expresia: 


Utilizind potenţialul cinetic L=FE+U, 
rezultă impulsurile generalizate : 


aL î 
Pi = com SR Mg , 
CI 
Pa = E = Mia; 
Cfa 
E 
Fig. 23.B.1 i Pa = ĉdy Jis 


| 
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d a lui Hamilton dată de (23.2), are expresia : 
= pi + Pis + hi iai + dă) -2 Jý + el ci ala 


Eliniinând vitezele generalizate d, pe baza relaţiilor de. definiție ale 
impulsurilor generalizate, rezultă forma H(g,, p,) a i ali aa lui Hamilton ! 


i ri ue F + Mem + Co Nate A i 
Ecuațiile canonice ale ptamiten (23.3) se obțin foarte dohia: 


În g Ba e gy Pa își 
0 = —p,; Mg = —pa; 0= — Pa 
Integrind ecuațiile. obținute, rezultă : | 
bu= Ca; Ba = — Met + Ca; Pa F Ca; 
1. 2 
gy = S, + Cii ega = e ++ Cs; Qs == n Ce- 


Condițiile inițiale pentru coordonatele utilizate, sînt : 


t = 0; A= 0; da =,0;., da 7 ao ini : 
Bu = -Mh = Mvo COS æ; Pa = Mă, = Moo sina; p; = Jĝ] = Joo- 
„Utilizând aceste. „condiţii se. determină constantele de. integrare, astfel 
se obținc: 
(== al COS da — ge + vt sin a; ien ap 


pı = Mv, cos a; Da = M(—gt + vo sin o a); ps = Joo- 
i Traiectoria centrului, maselor se obține prin climinarea lui i între coor- 
donatele generalizate : 


da = — T + q, tg a. 


„2vâ cos? a 
În timpul mişcării bara se rotește Maior cu viteza Waghiulară Wo 
in jurul centrului de: greutate. pal 


23. B.2. Să se studieze mişcarea, unui punct material de masă, m sub 
acțiunca unei, forțe elastice de constanţă elastică A. 


Rezolvare..Se alege un sistem triortogonal fix, față de care coor- 
-donatele punctului sint x, p ȘI Z, Se. scriu în ordine expresiile lu E, U 


Și Ti: 
ra 1 ORS] a „a Fe 
E= r ms F Vo 41); 


U = — are + y? -} 22) + C; 
H a PLR EH g Lpa ty + 22) HC. 


2m 
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pr SL De remarcat că H = const, dė- 

A. oarece legăturile punctului sînt scler- 
‘onome (nu depind explicit dè timp). 

Ecuațiile canonice sînt : 


e -/ A TE pi P i te 


m m m 
kx = di! iky = — pa; ha == phy. 


Integrind sistemul astfel obţinut, 
se obţin integralele generale corespun- 
zătoatre ; 


y= A, cos (of — q.); 


Fig. KaM y = Á; cos (ot — p2) ; 
Bi = —moA, sin (at — o); pa = —moAs sin (of — pa) ; 
Ma Ps = —mMoAssin (ot — 93), ` 


a k; TEE F l iivit 
În care o= Vă „Desi > DIŽE 
: m 


` Pentru determinarea constantelor de integrare AAG As: a, Ou O3 
se utilizează condițiile: inițiale ale mişcării. ct | n . 

„~ {n cazul oscilatorului liniar y = z = 0, deci apar numai coordonata 
„x Şi impulsul generalizat p, = p. Deoarece legăturile sînt scleronome, con- 
form (23.5) H = const, deci: 


E POE ci Te IE A, 
2m 2 


„„„„ Expresia respectivă reprezintă în spațiul fazelor (care în cazui de față 
are două dimensiuni) ecuația unei elipse, dată în continuare sub forma : 


E = ] 
mG | 20 ii 
k 


_Traiectoriile de fază (curbele descrise de punctul figurativ al sistemu- 
lui în planul fazelor) vor fi curbe închise descrise de acesta în sensul acelor 
de ceas (fig. 23.B.2), deoarece pentru o viteză (respectiv, impuls) pozitivă 
punctul material se mișcă în sensul pozitiv al axei Ox şi invers pentru 
viteză negativă. De asemenea, se poate trage concluzia că mişcarea punctu- 
lui este stabilă, el rămînînd în vecinătatea originii sistemului Up, care 
reprezintă poziția de echilibru static a punctului material m sub acțiunea 
forţei elastice, i 
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VIBRAȚII MECANICE” i e, 


'24.A. PREZENTAREA TEORETICĂ 


Un sistem mecanic efectuează o vibr afie sau o oscilație dacă parametrii 
geometriei Și cinematici. caracteristici la un moment dat variază alterna- 
tiv în timp față de valorile avute în starea de referință. Vibraţia: este 
periodică dacă toate elementele mişcării (poziția, viteza ð, accelerația 2) 
se repetă după același timp T, numit perioadă. clerația d 


„Cea mai simplă vibrație periodică este vibrația armonică, ce se poate 
exprima sub una din torinele:" i AE ap 
xX = XoSinol sau x= xsin (of + 9) (24 1) 
"Ugo onisaam Îbloboi A atei ou eks r i 
X= Xocosol sau x = xy còs (ot — py) Go] 
r Vibrația armonică poate fi exemplificată cu ajutorul oscilatorului liniar 
ig- 24.A.] O = ză tău 
g: esre N J- > i \ 


= n Fig. 24.A.1 


Elementele caracteristice ale unei vibrații armonice sînt: 

— Elongajia x — distanța de la poziția de repaus la oscilator ; 

— Amplitudinea Xp — elongația maximă; ` 

— Perioada T — timpul cel mai scurt după care mişcarea se repetă 
identic ; E E a a fiii DR 

— Pulsația e — numărul de vibrații complete efectuate în 2m secunde, 
fapt pentru care este numită și frecvență circulară. Relaţia dintre perioadă 
şi pulsație este: 


Puia DI" (24.2) 


£ 


—- Frecvența f — inversul perioadei — reprezintă numărul de vibrații 
complete efectuate într-o secundă : 


f 4 
f=4 = 
t 


M 
T 2r 


(24.3) 


Frecvența se măsoară în Hertz (Hz). 


CE Scanned with OKEN Scanner 


L 


Cinematica vibraţiilor studiază în special compunerea vibrațiilor 
armonice. Dacă se însumează două vibrații armonice paralele de, acecași 
pulsaţie, se obține tot o vibraţie armonică de aceeaşi pulsație :. 


= a, sin (ot + qi) + a sin (ot + pe) = C; sin ot + Ce cos ot = 


= A sin (wt + ọ), (24.4) 
unde : 
= ACER C3 = pai + a} + 2a, : a, cos (pe — qı) ; ki 
Ca asin pi + aasin ps . | AEs (24.5) 
Sah fi Su 008 fa p PaA 


‘Cind se însumează două pulsații paralele de pulsații diferite se obţine 
o vibrație nearmonică. Dacă se însumează vibrații pe direcții ortogonale 
se obțin figurile lui Lissojous, care sînt curbe închise cînd raportul pulsații- 
lor este un număr rațional. i 

Dinamica vibrațiilor liniare cu un arad de liberiate studiază în princi- 
pal următoarele npa de yborapi: 


T Vibratii libere. neamortizate. Modelul mecanic este prezentat în figura 
ik ral A, de mișcare este: 


më + hx = 0, E (24.6) 


unde k este constanta elastică, definită ca forța (momentul) care produce 
o deformație egală cu unitatea yoa tabelul 24. 1 pag. 325). Ecuația (24.6) 
se mai scrie : 


zh =0, (24.7) 


mia 


unde w =-yŻ = VE este Walsäpia proprie (naturală). 


Cu condițiile inițiale t = 0: x% = %o % = Vo legea de mișcare este: 


MI QIT i E vZ , 
x =N/ o t — Sin 
Ww 


2. Vibraţii By cu amortizare vîscoasă. Modelul mecanic este prezentat 
în figura 24.4.2., Ecuația de mișcare este: 


T) , (24.9) 
v 


m mě + c% + kx = 0, (24.9) 
A [2] = A 
sau, notînd — = 2a — factorul de amortizare 
m 
A /h l , 
ȘI — = w — pulsaţia proprie, 
pi m 
x & + dat +4- w?x = 0. (24.10) 
Pentru cazul « = w, coeficientul de amor- 
Fig. 24,A.2 tizare: se numește critic. (e = cu = ui îm). 
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iai aiai RINA RRC 8 NN CINE n za e ai AISI n i ec a aa 
ai ct : j a a ăi cau e N PENT pe dat | at. Al oss 


) Aoa de rădăcinile ecuației carac- 


Pa =i—a Eya — ot. (24.11) 


Dacă fi bi ii j 


y 


a) a2 — eat je 0; cr H freeări mici; 
b) œ? — o? $ 0: C> Ca — frecări mari și foarte mari ; 


Soluţiile ecuaţiei diferențiale (24.10 
teristice corespunzătoare : 


vc) a? — w? = Oj cc, — frecări mari. i 
În cazul (a) se! notează pseudopulsaţia : AA Pe | 
i si | i |B $ ża Vot = ui a az. s | NL 5 i =i i | | - (24.12) 
Legea de mișcare este: | vu 1 “Y 
x = e-&(C, sin BE + C, cos Br) = Ac- ali (Bi + e). 124.13) 
deci mișcarea Se aniortizează periodic. A SATS. 0 
Cu condițiile inițiale t=0:x = Xo, X = Vo „rezultă : r 


Ha EO gaut iA JEFA EE nig $= (24.14) 


În acest caz pseudoperioada este: 


AR Tan E P 
lys aans a; (24.15) 
b$ Bi n Altă ajes TREG FIU RITURI 
: Diagrama mișcării este dată în figura! 24. A git 7 H 
În cazul (b), “notând rădăcinile ecuației. aragieristice: n =: — Àj 17£= 
= — 2, legea de mişcare este: 
taci JE Gii t i SN ti (24.16) 
deci mișcarea se amortizează zapėriodiciosgz31 ig trei “iol 
În cazul (c), rădăcina ecuației caracteristice este "a = —a, iar legea 
de- mișcare este : | j - 
Tx = (Ci + Gath eru, (24.17) 


deci mişcarea se amortizează aperiodic. situ fit 


"8. Vibraţii fortate ; Și neamortizate intretinute de 0 forţă Siaiabollăt Mode- 


Jul mecanic este dat în figura 24.A.4. Ecuația de inișcare este: 
| SiE | x= Fo sin pt l 
| AA | ma +- k sin pt, (24.18) 
san l 0 EF oxr=g sin Ph, | 
cb ž 2. Fo d it n? inta 
unde s-a notat = = o; = =q, 
m., m | 


24.AB Kig AA 


Fig. 
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Fig. 24.A.5 ; 


oii Fig. 24.A.6 

În cazul o sp, cu condiţiile inițiale £ = 0: x =—0, gL 
evidenția că vibrația se “datorește forței perturbatoare) 
este rezultatul suprapunerii vibraţiei proprii şi a celei 
care nearmonică : 


0 (pentru a 
, legea de mişcare 
forțate, deci o miş- 


ELA aei i E ata 
Diagrama mișcării este dată în' figura 24.A.5. 
n cazul w% apare fenomenul : de -bătăi, Și considerind œ — p = £; 


Xa kt Xa ari eram (sin pt = ? sin at). i (24.19) 


Ê. y] o F$ Z 2aj' ecuäyia (24.19) devine::.: bio i 

w Ai , -4 e.) ) jz i p He É ) A s 

08 ki tie egala oe urs aeetos (34) cos wt. | (24.20) 
pilote ' OE . z = 


Perioadele mişcării şi, respectiv, a bătăilor sînt i... 


SEST 


Di IBI X nET e e 19 ; es Ei Ore i E cd s (24.21) 
w+ p, ; ump 


4 


2 
Diagrama mișcării este prezentată în figura 24'A 6. 


„dn cazul o = apare, fenomenul de rezonanță. Cu aceleaşi condiții 
iniţiale, legea de mișcare este: ue nani tat ai 


q 


„aa x= Ma xà mer [= sin wtf = £ cos ot), (24.22) 


ceea ce dovedește că amplitudinea creşte la infinit, datorită vibrației forțate 


Xə care este prezentată în figura 24.4.7. 


4. Vibraţii forțate și amortizate întreținute de o fortă sinusoidală. Modelul 
mecanic este prezentat în figura 24.A.8. 


Fig. 24.A.7 Fig. 24.A.8 
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„ Beuaţia mişcării, yti 


«a lizind 'noțaţiile: wa pe sas EORNA Madi 6 
Brecedente, este; «sia iti Aare sa dă d 


] i Diol ii ori a oh ani brate j4 FA) i "i 
mě fc +- kx = Fo sin pi, (24.23) 
"y di 4 TF. "N UT. 23 à 
È + až + otg = gsinp, | e a E, 
<o Legea de mişcare, (pentru 6 <.c4)se. ihi 
obține din suprapunerea vibraţiei pro- | 
prii și a celei forțate: 


Fig. 24.A.9 
CDI SIH 71 


x = Ae- sin (BE + e) + A sin (pt — 6). iá (04.24) 


trenul ri 


Diagrama mişcării este dată în figura AD, 0n o a 
„După ce vibrația proprie se amortizează, adică în regimul permanent, 
„mişcarea este o vibrație ! armonică, de; amplitudine : 
| | 


(0 m rta- keL — A TP 
A = TE dai = Ae ET ; (24.25) 
lo TAY k doi) oies ILDUT BD gi 


unde x, == — „deformația statică şi A, — factorul de amplificare 


= iza e 
dat de: tă ami tutte wm (ul Ai SL 26 
pisi ab shoe ato oyo swn sobg =A Aa Í 
sin pii $ În d 137 oo <3) | Arei PTR] $ N i -(24.26) 
za Spit à pă ţa ci! — CHA- A 
Sp MUTI id BAL ONUITUI 9e £ ura +4[2) (2) | | fa - 
strt at); Cori Lo m i 
> i A: nos, 


> Diagrama factorului:“de "amplificare este dată în figura 24.A.10 sub 
forma unui: fascicul de. curbe în funcție de parametrul.:c/cuzzi 


a907 ni BHouona Solul o 9129 BATIMI ciur 


e 
(> ~ NP tÀ 
F NA ti rů 
t 
(i 
H 
} h ( 
1 AG 
Vry t 
T 
E 
rK 
| ; 
yf: i 
$ 
y i yi? . 
| 
Yng 
i3 
{} 


( ÎNCA i emma a | Se 
1 ii : 3 pø 


d i i gt- Figi 24.A.10 * - d a În 


+ 
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5. Vibraţii fortate şi amortizate initreținute de! o forță oarecare; Conside- 
rînd că î, reprezintă durata de acțiune a sorei perturbatoare F(t), legea 
de mișcare este: pita 5 

A Alis jw = Ji Alc, sin Bi + eh cos pr) + 


z i as s F. “nu Ai Kar j. | 
i pi tru EN Bbeet-Mgiu [Bl Logabh E E 420 
7 0 pă -f ; 
unde intervine integrala lui Duhamel. T b 
6. Vibraţii, audotntețiue: iak gi Si 
Ecuația, „mișcării, este: H atii teii = i ia ee Au 
MR că BăpiearQ,: div o ata ag 
OCA m a | 2 + o (24.28) 
sau... si: aaa oa ra 0. 


Leea de mişcare este (is ZIN 11): 
əb Înot — À ia boiiati = Aet sin (BE + 9). 


In cazul vibratiilor libere ale siste- 
melor liniare: cu n grade de libertate, 
-“considerînd legăturile olonome și forțele 
conservative, se utilizează ecuațiile lui 
Lagrange 


b2 surgii nmi Riab Stes dinodil e 2T: (24.29) 
Pig: 24.401 b sit: dis] "dq i: dei. 10 


Energia cinetică este o “funcţie omogenă în vitezele Q: 


1 l 
-m (maġi + Maa + oH Mag? + 2Mga + -le H honda): 


Pra dea, aa Ad ` (24.30) 
i Funcția de forță este o funcție omogenă în coordonatele g, : 
1 SOF. 
U = — z (kigi + Raoa ke + Fe Rana F 2Zkiegiga te. H 2Ran—ann—): 
| A (24.31) 


În aceste relații my = my și R= kyi (i 7 J). 
Dacă cel puțin unul din coeficienții m, #0, sistemul este cuplat 

dinamic şi analog, iar dacă ky £ 0, sistemul este cuplat static. 
Ecuațiile lui Lagrange în acest caz sînt: 


Migi + Mağa F e. F Mad, + ACN ză kiala + sc Ranga = 0 
Mata 7 Maafa h ud Maslin F Rude t Basa Fi nP horla =0 { (04.92) 


Lă 


Mud ë Maafa PA “h Manin + hati A kala + ey iz cui o. 
Se aleg oluţi particulare de forma: 
= Asin (ot +o); q= Asin lott p) ee qa =A Sin (ot o). (24.33) 


1820 
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Introducînd aceste soluţii în ( 


24.33) rezultă si 
gebrice, omogen, în A, A ji ) rezultă sistemul de n ecuații al- 


ga... 


(Pu = Maw?) As + (kia — miat) As +... (kin — Mat?) An = 0 


(24.34 


b a s F wed 


(ks — Mas) A+ (kno = Mato?) A e a + (Ran a Mant) A, = 0. 


Pentru a obține soluții nebanale se pune condiția ca determinantul 
sistemului să se anuleze : 


(kı — Muo?) (kia — Maat?) «+ + (an — Mano?) 


. . . . . . a. . . . . . . .. . « e. 


(Rai — Ma0?) (kna — Maat?) îi i (Ran — Man02) 


pe care dezvoltîndu-l se obține ecuația pulsațiilor proprii. Rezolvind această 
ecuație și reținînd numai soluțiile pozitive, se obțin cele n pulsaţii proprii 
(naturale) ale sistemului. | 

Introducind pulsaţiile proprii în soluțiile particulare (24.33), se deduc 
modurile proprii de vibrații, cînd toate punctele sistemului vibrează armo- 
nic. 
Soluția generală se obţine aplicînd principiul superpoziției : 


qı = Au Sin (ot + p1) + Aasin (wt + p2) +... + Ansin (ot + Pa) 
da = Aa sin (wit + p1) + Azasin (wt + Q2) +... + Aasin (ot + Pa) 


. . > . >% . . . . . . . . . . . . . . - - . - . 


qa = Asa Sin (ot + F1) + Aasin (ot + pa) +... + An sin (of H e.) 
(24.36) 


deci punctele vibrează nearmonic. | 

Amplitudinile se studiază introducînd în sistemul omogen (24.34) pe 
rînd pulsaţiile proprii œ, (unde k = 1, 2, ..., n) şi împărțind fiecare ecuație 
cu Á, care devine A. Se obțin astfel coeficienții de distribuție : 


A A An 
Ua = us = = poj Ua = (24.37) 
1k 


> E) 
Au Au 


și un sistem de # ecuaţii cu n — 1 necunoscute, ecuația coeficienţilor de 
distribuție, a cărei condiție şi compatibilitate este satisfăcută, conform 
relației (24.35), de toate pulsațiile proprii. 

Constantele de integrare sînt Ay şi e, (unde k= l, 2, ..., N), care 
se determină prin 2 n condiții inițiale. SOEN | 

O proprietate a modurilor proprii de vibrații este ortogonalitatea 
acestora 


n 


53 myAnda =0, (24.38) 


i=l j=l 
care în cazul sistemelor cu 2 grade de libertate devine : 
Muns + Md ul za + Madadi F Mas a Aa = 0. 


(24.39) 
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24.B. APLICAȚII LA VIBRAŢII MECANICE 


24.B.1. Să se stabilească ecuația de mișcare a unui mobi ca efec- 
ir pia ee i patiaa centrul în origine, cunoscînd: că în momen- 
pârtiei aite pe prin origine cu viteza de 6,28 m/s, iar perioada 

Rezolvare. Ecuația mișcării este de forma: 

x = A sin (wt + e). 

Deoarece la ¿=0 se dă + = 0, rezultă: 

0 = A sinp, 


de unde sin ọ = 0, deci ọ = 0. 
Cunoscînd perioada : 


rezultă pulsația o = = = 7n i 


Deci, legea de mişcare este: 
x = A sint. 
2 


Viteza este: 
v = 4 = Ž Á cos Žł. 
2 2 


Deoarece la £= 0; v = 6,28, se obține: 
6,28 = ra cos 0, 
deci amplitudinea mişcării este A = 4 m şi legea este: 
x = 4sin Ž £. 
2 
24.B.2. Să se compună două vibrații armonice paralele ale căror ecuații 
de mișcare sînt: x, = sin 4t; x= 4/3 cos 4t. 
Rezolvare. Mişcarea rezultantă este : 


x% = Xp + % = sin 47 + a/3cos 4t = A sin (ot + $)- 
Amplitudinea mișcării rezultante este: 


A =40 F 0 =y 41 F3 =2. 


Defazajul este dat de: 
| c_ re 
tg e = Zi 43, 


de unde rezultă e = ră 
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Deci, mişcarea rezultantă este ; 
4 a 2 sin (4 -} =) i 
24.B.3.. Să se compună două vibrații ortogonale date de ecuaţiile; 
| x = 3 sin 21; | 
i y= 5sin(2 + 2). 
Rezolvare. Se scriu ecuaţiile sub forma: 
x = 3 sin 21; 


y = 5 sin 2 cos = -+ 5 cos 2 sin =, 


de unde: 
3 
3y — 5x cos = 
COs U= ee 
T 
15 sin — 
3 


Eliminînd pe 2 între aceste expresii, rezultă : 


sat : l ' 
a E E: la 
27 75 4 i 
4 4 4 
adică ecuaţia unei elipse cu centrul în origine şi axele rotite. 


24.B.4, Să se stabilească ecuaţia traiectoriei unui punct material care 
efectuează silmultan două vibrații armonice pe direcții ortogonale după 


ecuaţiile ; 
x = 6 cos 5/ ) 
y = 3 cos 10. 
Rezolvare., Din prima ecuație se obține: 
cos 5t = 2» 
6 
și ținînd seama de relaţia cos 2aţ = 2 cos? al — 1, se deduce: 
y = 3(2 cos? 5t — 1); 


323 


CE Scanned with OKEN Scanner 


sat: 


Y=—— 


adică o parabolă, Dar, cos ze [—1, 1] 
și în consecință xe [—6, 6] și ye 
e [—3, 3], deci punctul evoluează pe 
arcul de parabolă delimitat în acest 
Fig. 24.B.4 domeniu (fig. 24.B.4). 


24.B.5. Să se determine constanta elastică echivalentă și pulsația pro- 
prie pentru sistemul elastic din figura 24.B.5, a, unde pentru arcurile eli- 
coidale s-au dat: n — numărul de spire, d — diametrul sirmei; R — 
— raza de înfăşurare, precum și modulul de elasticitate transversal G. 


Rezolvare. Constanta elastică a barei încastrate este (tabelul 24.1) : 


SEI 


Ri = PA 


Constanta elastică a unui arc elicoidal este (tabelul 24.1): 
Gå! 


k, = — 
G4R în, 


(î =1, 2, 3) 


și sistemul elastic se prezintă ca în figura 24.B.5, b. f 
Se însumează arcurile de constante ką și ks montate în paralel, obfi- 
nîndu-se pentru acestea constanta echivalentă : 


kos = Ra + ks 


şi sistemul elastic se prezintă ca în figura 24.B.5, c. 
Se însumează arcurile montate în serie din figura 24.B.5, c: 


1_ 1 1 1 __ Rokas + kikas + kohi | 
ke ko kı Rao Mă RoRaRas 


obținîndu-se constanta elastică echivalentă a sistemului : 


DA 
koki + kokas + Aikas 


k, = 


0 ko RERA 
kı 
De i k, — 4 
ky K3 
k és 
e G ; 
b) c ) v ) 
Fig. 24.B.5 
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Tabelul 24.7 


Constunte elastice pentru sisteme de masă neglijabilă 


Constanta elastică 


Deformaţia statică 
k 


Ju 


Sistemul | 


64 PR Gat 
Gd’ 64 Rèn 


n — numărul de spire 

d — diametrul sîrmei 

R — raza de înfășurare 

G — modulul de elasticitate 
transversal 


Pa?b? 3(a + b) EI 
3(a + b) EI — aÑ 
E — modulul de elasticitate 
longitudinal 


I — momentul de inerție 
geometric al secțiunii 
transversale 


Pia + d) b a. 
3EI - (a+b)? 


Past 3EI(a + b)? 
3(a + b) EI ab? 


32M, zGdi 
Grdi 324 
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Pulsaţia proprie a sistemului dat este: 


aa Dă A ie 
m G' G(hoha + kohra + halas) 


24.B.6. Să se stabilească frecvența proprie pentru micile oscilații ale 
coloanei de mercur dintr-un tub manometric cu ambele capete deschise. 
Lungimea coloanei de mercur este 7, diametrul interior al tubului d şi 
greutatea specifică a mercurului y (fig. 24.B.6). Se neglijează frecările. 

Rezolvare. Coloana de mercur efectuează o mișcare de translație. 


Se scrie ecuaţia diferențială a mişcării cînd denivelarea este x în ambele 
sensuri față de poziția de repaus. Masa de mercur care oscilează este: 


w = 


d2 
m = le 
g 4 
Forța care produce oscilația este: 
3 
4 
Deci, ecuația mișcării este: 
2 2 
ty ei sa hd 
g 4 4 
sau : 
+ 25 x =Q. 


Notînd pătratul pulsației proprii &? =ă, frecvența proprie este! 


aia 20, 
 2m 2r l T l 

24.B.7. Se dă sistemul din figură 24.B.7, a, format din bara OA =} 
de greutate G şi bila de greutate Q. Arcurile au constantele elastice % 


' Tig. 24.B.7 
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şi sînt fixate la distanța OB = b. Se cere să se 
oscilații faţă de poziția de echilibru stabil, 


Rezolvare. Poziţia de echilibru este verticală, 


Pentru studiul mişcării se utilizează ecuația de mișcare a rigidului cu o 
axă fixă, considerînd unghiul 0 crescător (fig. 24.B.7, b): 


Jð = IM, 


unde Jo = n nora £ Jm a E p EE e [3 Er 0) Li 
3g g 3 E 


IM = -G Ż sin 0 — Ql sin 0 — 2kx,b cos 0. 
Pentru micile oscilații sin 0 x 0; cos 0% 1. Rezultă: 
X = b sin 0 x b0; 
IM, = —G 20 — Q10 — 220. 
Deci, ecuația de mișcare se scrie : 
"(F +0) Z = — (2r + G4 + qi) e. 
g 
sau : 
on: + GL l 
ear rol +a) 
G D 
(+e 


Notind pătratul pulsației proprii : 


6 + ji 


i 
ez +6 —+ oi) 
W? = = 


T 
(5 +0) 
ecuația de mișcare capătă forma: 
Ö -+ o0 = 0, 


de unde se deduce perioada micilor oscilații : 


> 2r 2(G + 30) 
T = = 2T narea $ 
PR . 3g(4kb? + GI + 201) 


24.B.8. Se dă sistemul din figura 24.B.8, a, care are aceleași caracte- 
ristici mecanice en eele ale sistemului de la problema 24.B.7, numai că 
bara OA este orizontală, Se cere să se calculeze perioada micilor oscilații. 


Rezolvare, Studiul echilibrului (fig. 24.B.8, b) se efectuează cu 
ecuația EM, = 0, adică: 


-G 1 cos 0,, + Ql'cos 0, — 2kX b cos O = 0. 
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Se aproximează cos „z 1 
și sin 0,2 0, de unde x, = 
= b sin 0,3700, , 

Deci : 

G- + Ql = 26, =0. (a) 

Studiul mișcării se face cu 
ecuația 

Job == EM o, 
(fig. 24.B.8, c), unde: 


Ji=($ +0) =: 


) 2k (Eosi + £g) i 
i daaa ul 2a XZM, = G— cos (0, + 0) + 
bsi * 
| + Ql cos (6, + 0) — 
ai 2h (3 ps + Xp)b Cos (0, + 9). 
Se aproximează cos (0,+ 0) % 
Fig. 24.B.8 x1 şi sin (0, + 0) Z 0. +9, 


de unde: 
Xp + Xg = b sin (0, + 0) = b(0, + 0). 
Urmează că: 


SM = G- + QL — 2hle(0,, + 0) = —2h020, 


unde s-a ţinut seama de relația (a). Deci, ecuaţia diferențială a mişcării 
este : | 
Ei +0) Ë 6 = —2kb20, 
3 g 
sau: 
Ghb'g 
(G + 30) P 


 Comparind această ecuație cu (24.7), se obține pătratul pulsației pro- 
prii: 


0 + 


3 
UR IZ3 ___Ghb'e ) 
(G + 30) P 
de unde sc deduce perioada micilor oscilații : 
Tat am VEZI, 
t) Gkb?g 


24.B.9. Se dă sistemul din figura 24.B.9, a format dintr-o bară OA 


de lungime 6/ şi greutate G, articulată în O, pe care este fixată în D 


o greutate Q asimilată cu un punct material. Sistemul este suspendat cu 
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Fig. 24.B.9 


două arcuri de constante elastice k, şi k,. Se cere să se calculeze perioada 
micilor oscilații. 


__ Rezolvare. Metoda I. Studiul echilibrului se face cu ecuația 
ZM o = 0 (fig. 24.B.9, b). 


n cazul micilor oscilații se aproximează cos 0, x 1 şi sin 6,2 0 
În consecință, 


st 
Xps = 2] sin 6, x 210, ; 
Xes = Sl sin 0, 2 510, 

Ținînd seama de aceste aproximații, ecuația de echilibru este : 


3IG + Q — 2lkiX p — Dlkoăzu = 0, 
sau: 


3IG + 410 — 42.0, — 2512k,0,, = O. (a) 


Mișcarea se studiază cu ecuația rigidului cu o axă fixă Jð = SM, 
(fig. 24.B.9, c). În cazul micilor oscilaţii se aproximează cos (0, + 0) z1; 
sin (0, + 0) 2 0, + 0. În consecință; 


pay F Xp = 2 sin (0, + 0) x 21(0, + 0); 
Xea t Xe = Sl sin (0a + 0) © 5100, +0). 
Deci, în acest caz: 


G(6)2 è NE N 
Doe fugiti În pai > SE SR s (41)! = (12G + 160) È; 


XM o = 3IG -+ 41Q — Dihi(aa F Xa) — SlRa(Xau T Xa) = 
= 3IG + 410 — 4hu(0u + 0) — 25ka(0u + 6). 


rh 
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Tinind seama de relația (a), rezultă: 


NM, = Ak, d20 — 9540, 


Deci, ecuația de mişcare se seric: 


sau : 


Notind pătratul pulsației proprii œ? = 


U2G + 160) = Ö = —(4k, -+ 25ka)lt0, (b) 


12G -+ 16Q | n 
glihk + 254) 


se obţine perioada 
12G + 16Q Pae p 


micilor oscilații : 


2 E 
7 = 25 = 259 12G +160 
o glák, + 254) 


Metoda a II-a — utilizarea ecuației lui Lagrange: 


als N eta ea 
ala] 20 20 


Energia cinetică a sistemului format din bară și punct este: 


E = obama? + AL 2 (470 
2 2 g 


GE 


__ 1 (12G + 169)2 ġe 
2 g i 


að 28 g 


Funcția de forță U se scrie numai pentru forțele specifice fenomenului 
vibrator, adică pentru forțele elastice corespunzătoare deplasărilor în tim- 
pul vibrației (nu și deplasărilor statice). Astfel : 


1 1 1 
= — 2 Bu — 2 krg = — 2 hu(2l0 — > ha(510) = 


aU 


de unde — = 
38 
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EN = (4k, + 25k:)l202, 


— (4k, + 25k) £0. 
Ecuația lui Lagrange, în cazul de față, este : 
(026 + 160) Ž Ö + (4k, + 25k) 20 = 0, 
deci aceeași cu ecuația (b) stabilită anterior. 


24,B.10. Acul indicator al unui aparat de măsură 
situat într-un plan vertical poate fi modelat ca in 
figura 24.B.10. Cunoscîndu-se greutatea G, momentul 
de inerție mecanic Jo față de axa 0, constanta 
elastică % a arcului, distanța OC =, precum şi un- 
ghiul ag cînd arcul nu este tensionat, unghiul « pentru 


CE Scanned with OKEN Scanner 


poziția de repaus, se cere să se 


oscilaţii. calculeze pulsaţia proprie pentru micile 


Rezolvare, Se utili il 

| 2 ` ilizează ecuațiile Jui T î 

K, af agrange, ale a pāra- 

metru unghiul 9 (crescător) față de poziția de repii, fetei 
Energia cinetică a sistemului este: 


E mal 52, 
2 J iy 
Energia potențială datorită greutății este: 


V, = Gl[cos « — cos (a -+ p)] = GUŢU = COS q)cos g + sin a sin o]. 


Pentru micile oscilații se fac aproximațiile sin o 2 ọ; cos ox 1 — E ca 
a Li LI] 2 


În aceste condiţii rezultă: | 
V= af ọ? cos « -+ ọ sin a). 
Energia potențială datorită deformaţiei arcului este: 
NV = Z has — æ — p)2=— = R(ao — a)? — klag — a) + = kg. 
Deci, energia potențială a sistemului este: 


Penta p 92 cos a + ọsin 2) — klao — ajo + 


unde C = — bla — «)} este o mărime constantă. 
Condiţia de echilibru conduce la: 
GI sin a = k(a9 — a), 


încît, expresia finală a energiei potenţiale este: 


= Š (Gl cos « +}) ẹ = —U, 


unde U este funcția de forță. 
Ecuația lui Lagrange 


în cazul de față se scrie: 
Jọ + (Gl cos a + he = 0, 


sau: 


+ a atat 9=0; 


comparînd această ecuaţie cu (24.7), rezultă pulsaţia proprie 


yem i 
d V ar e e 
: J 
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; 

i 
E. 
E: 
k 


24B.11. Un electromotor al cărui rotor 
are momentul de inerție mecanic axial jJ, 
antrenează un ventilator coaxial, care are 
momentul de inerție mecanic axial J}, Legă- 
tura este realizată printr-un arbore elastic 
cu diametrul d, lungimea 7, masa neglijabilă 
și modulul de elasticitate transversală G 
(fig. 24.B.11). Se cere să se calculeze pulsa- 
ţia proprie a sistemului pentru vibraţiile de 
răsucire, neglijind frecările. 

Rezolvare. Vibraţiile de răsucire se 
efectuează după ce cele două rotoare au fost 
acționate de cîte un moment (motor și rezistent) de sens opus, care 
incetează simultan. În aceste condiții momentul cinetic față de axa 
sistemului se conservă. Deoarece sistemul în momentul inițial se află în 
repaus, cele două rotoare se rotesc în sensuri opuse, efectuind o vibrație 
de răsucire de aceeaşi pulsație, iar în arbore există o secțiune neutră AA’, 
care rămîne fixă. 

Ecuația diferențială a vibraţiilor libere de răsucire este: 


Jð + k0=0, 


Fig. 24.B.11 


sau : 
d +20 = 0, 
rdiG 


unde s-a notat: k = — constanta elastică (conform tabelului 24.1); 


2 — Ë — pătratul pulsaţiei proprii. 


Efectuind calculele pentru cele două rotoare, rezultă pulsația proprie: 


Ww 


k Ra 
wW = — = — 3 (a) 
Jı Jz 
de unde se obține: 
Dee i PEE 
h da Ja 
Dar 4 +l, =Z. şi, în consecință, rezultă: 
da, e 
l a galii ! la UD căzu Aita 
Ju + J: Ji + Ja 


Introducînd aceste rezultate în relaţia (a), se deduce expresia pulsaţiei 
proprii la vibrații de răsucire: 


ash syz syt 
Jı 321 Jı 324] Ja 
24.B.12. Se dă sistemul din figura 24.B.12, a, format dintr-un corp 
care poate oscila în jurul articulației O, legat printr-un fir inextensibil 


de greutatea P. Corpul articulat în O este format dintr-un disc de rază 
R şi greutatea G, de care este fixată o bară AB de lungime 3R şi greutate 
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3Q, iar pe aceasta este montată 
o greutate Q asimilată cu un  — 
punct material. Sistemul este 
suspendat în D pe două arcuri 4% 
de constante elastice k şi 2% 
montate în serie. Se cere să se 
calculeze pulsația proprie pentru 
micile oscilații ale acestui sis- 
tem de corpuri. 


RI IR. Masa 
. neglijabilă 


l 
Rezolvare. Constanta 
elastică echivalentă a arcurilor 
ste: 
1 1 1 3 P 
ke k 2k 2k 


de unde k, = Z È. 


gi 
Metoda I. Studiul echilibru- -< 


lui se efectuează cu metoda izo- c) 
lării corpurilor (fig. 24.B.12, b). 
Pentru micile oscilații se apro- ð 
Ximează 
cos 0, x l; sin 0,0, deci Z 
ig. 24.B.12 
x, = 3R sin 0, x 3RO,. ii 
Ecuația de echilibru pentru corpul P conduce la T, = P; 
Ecuația de echilibru pentru corpul articulat conduce la : 
JARO = = R3R9,, 3R + 75QR — PR =0, 
de unde rezultă condiția de echilibru: 
11,5RQ — RP —GkR20, =0. (a) 


Studiul mişcării se face separat pentru fiecare corp (fig. 24.B.12, c). 
Ecuația de mişcare pentru corpul P, ținînd seama că 4 = = RO, 
este : 


P .. = T, a P, 
& 


de unde rezultă tensiunea dinamică din fir : 
| 7, = P+ Rd 
"Ecuația de mișcare pentru corpul articulat este Job = XM o 


iad atii i ă z 1, sin (0, + 
. ile oscilații se aproximează Cos (0, + 0) a1 ME (Ya 
k + or FO, “ge ic £a + Xp = 3R sin (Ou + 0) Z 3R(04 + 0). 
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Momentul de a mecanic al corpului față de axa O este 


h= Jo dise + Jo bară + Jo puna == + brar 4 BE (2, SR] + € 2 (4RȚ = 


yas (37 +$) i 
2] g 
unde pentru bară s-a aplicat teorema lui Steiner. 


EM, = 4RQ — 2 PBR(0, + 0)3R + 7,5RQ — T,R = 
= 11,5RQ — GRR2(0,, + 0) — (P 4 Fi Rö) R 


Tinînd seama de condiția de echilibru (a), se obţine: 


ZSM, = — F. RÜ — 6kR?0. 
E 
Deci, ecuația de mişcare pentru corpul articulat se scrie : 


(370 iliri 6 = -Rý — 6ŁR?9, 


sau ! 
A 12gk 
ö + ——— E — 0 =0. 
La 740 +G + 2P (b) 
Comparînd această ecuație cu (24.7), rezultă pulsația proprie : 
2 y 12gk , 
740 +G + 2P 


Metoda a II-a. Utilizarea ecuaţiilor lui Lagrange, alegînd ca parametru 
variabil unghiul 0: 


d {ðE ðE. oU 
= (3) (e) 
30 20 


Energia cinetică a sistemului este: 


= d = Jad: + 2 Le Z (RÒ = = [570 EL appe RR, 


Funcţia de forță este: 
= — hp = — Le Ž R(3R0)? = —3k R202. 
2 2 3 


Introducînd aceste mărimi în ecuația lui Lagrange (c), se obține ecuația 
de mişcare : 


(370 + $+2)25 + 6RR:0 = 0, 
8 
care după calcule simple se poate aduce la forma (b). 
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„24.B,13., O bară OA de lun- 
gime } şi masă neglijabilă are fixat - 
în A un corp asimilat cu un punct 
material de greutate G și este 
legată în B cu un arc a cărui 
constantă elastică este k, iar în C 
cu un amortizor a cărui constantă 
de amortizare viscoasă este c 
(fig. 24.B.13, a). Se cere să se 
calculeze, pentru micile oscilaţii, 
pseudopulsaţia şi pseudoperioada, 
Rezolvare. Studiul echili- 
brului se face cu ecuația XM, = 0 
(fig. 24.B.13, b). Se aproximează 
cos 0,21 şi sin 0p% 0, deci 
Xau X áð, Condiţia de echilibru 
este : V2 k (Xg 4ta) 
CIX 

IG — ka20, = 0. (a) 3 


Ecuația de mişcare este /6 = 
= XM (fig. 24.B.13, c). Se apro- 
ximează cos(6,, + 0) z 1 și sin(6,+ Zi 
+ 0) x 0a + 0, deci Xau F Xp = 
= a(0, + 0). Forța elastică din B Fig. 24.B.13 
este F, = R(äsu + 2) = ka(0u + 0). | | | 
Forța rezistentă din C este F, = c, = cb0. Momentul de inerție mecanic 


G A A : E 
este Ja = — l. Deci, ecuația de mișcare se scrie: 
E 


C pă = —ka?(0, + 0) — cd + GI. 
g 
- Tinînd seama de condiția de echilibru (a), rezultă: 
Sp + cd + ka20 = O, 
g 
sau : 
5 600, 
Ep GI? dă GI? 
Comparînd această ecuație cu (24.10) rezultă: 


TUP 1 a o Pe, 
GI? GP 
Deci pseudopulsația, conform relației (24.12), este: 


AI ra PR V he ei Liei RGC EEI 


GH 40 2GP 


iar pseudoperioada, conform relației (24.17) : 
2GP 


2r _ RE y 
Te = pri în NăghaiG — cîg?bi 
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24.B.14, Se dă sistemul din figura 24.B.14, 
format din punctul material A de masă 


Mi, Prins cu un arc a cărui constantă 
elastică este $. În A este 
matematic AB de lungime Z ȘI masă m,. 
Se cere să se stabilească ecuațiile de miş- 
care, pulsaţiile proprii, coeficienţii de distri- 
buţie, modurile proprii de vibrații, soluția 
generală şi să se verifice ortogonalitațea 
modurilor proprii de vibrații. Aplicație 
Fig. 24.B.14 „numerică: m, = 2000 kg; M = 1 000 kg; 

l=l m; k= 1000 N/m; g 10 m/s, 

Rezolvare. Sistemul are două grade de libertate şi se aleg ca 
parametri geometrici independenţi x și 6, utilizînd în acest scop sistemul 
de axe din figură, cu originea în punctul A cînd acesta se află în repaus. 
Se folosesc ecuațiile lui Lagrange. 

Față de sistemul de axe ales, coordonatele şi componentele vitezelor 
punctelor A și B sînt: x, = x; Ya =0; x =x% +lsin ð; Y, = lcos 0: 
d, =Z, ġa =0; =% + lô cos ð; Ya = —l ô sin 9. 

Energia cinetică a sistemului este: i 


E = = m$? + = ma[4? + 2104 cos 0 -+ P62(sin2 0 + cos? 0)] = 


= = (mı + m) 32 + = male 62 + mal6 cos 6. 
Energia potențială a sistemului este: 
V= Zka + mgl(1 — cos 0). 


În cazul micilor oscilații se aproximează pentru energia cinetică 
sin 0% 0; cos 02 1, iar pentru energia potențială sin 0x% 0; cos 9 = 
0? r 
= ] — —. Deci: 
2 


E = > (m, + ma) 32 + 1 m,l2ġ? Ea malk ; 


d hai SE au apa 
V = z kx tr mal - U. 


Se aplică ecuațiile lui Lagrange sub forma (24.29), rezultînd : 
(mı + maž + ml Ò +kx=0; la) 
Mdk + mal26 + agl0 = 0. | 


Comparind cu (24.32), se constată că Mi = M, E Ma; Me = Mal? ; 
Mis = Ma = Ml; ku = k; ka = magl; ki = Ra = 0. Deci sistemul este 
cuplat dinamic, 

Soluțiile particulare sînt ; 


x = A, sin (of e); 0 = As sin (ot + ọ). (b) 
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Introducind (b) în (a), rezultă sistemul PE UE 


[k — (m, + maw?) A, — do? 4 = 0; | 
— As + (g — lwt) d, = O. | (e) 
Condiția ca să se obțină soluții nebanale este (24.35) : 
ja k — (m, -4 ma) w? — malo? 0 
—u? g — lu? 
Dezvoltînd determinantul, se deduce ecuația pulsațiilor proprii : 
miloi — [p(n + ma) + lo + ek = 0, 
de unde : 
at, asc Pack pld AE v Telpa te ma) EAD aA., (4) 


2ml 


Din sistemul (c), cu rezultatele din (d), se obțin coeficienţii. de distribu- 


tie: 


(i =1, 2). (e) 


g — los 


Rezultă amplitudinile A = pAn ȘI Asa = zÁ 
În cazul aplicaţiei numerice se deduc w? = 0,32 959 și ez = 15,17 041, 
deci pulsaţiile proprii sînt: 


d, — 0,57 410 s1; ww, = 3,89 492 s-, (£) 
Coeficienţii de distribuție sînt : 
u = 0,03 408; u, = —2,93 408. (g) 


Tinînd seama de (24.38), precum și de (b), (f) și (g), modurile proprii 
de vibrații sînt : 


(1) xı = Án sin (ot + pr); d = pAn sinok + e) = 
= 0,03 408 A sin (ot + Q3); 
(II) Xa = Á Sin (w + P2); Oa = uo Aa Sin (ot + 92) = 


= —2,93 408 Aaa sin (o + ea). 
Soluţia generală este: 
x = Au sin (t + gi) + Aaa sin (w + Po); ' 
0 = wAn Sin (ot + P1) + Bedia sin (wt + Qə). 

Constantele de integrare Ay, Aa 1 şi a se determină cu condițiile 

a EEN ortogonalității modurilor proprii, conform (24.39) : 
min + Mao asa F Mao dA + Madada 

An lu + ml A ţie F Mol Asau + Malte Ano 


Se obţine Andi A 6,6 $ 1078 x 0, deci se 
a fiind foarte mică. 


= (m + Mo 


Făcînd înlocuirile numerice 
consideră relația verificată, eroare 
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„Capitolul 25 ; | 
DINAMICA PUNCTULUI DE MASĂ VARIABILĂ 


25.A. PREZENTARE TEORETICĂ 


Se consideră un punct material a cărui masă este variabilă în timp după 
o lege cunoscută m = m(?) şi asupra căruia acționează forța F. El are la 
momentul £ masa m şi viteza absolută J, iar la un moment infinit apropiat 


descrește, deci cînd din punct se desprind particule materiale de masă 
dm. 

„Se presupune că dm > 0 şi că particula care se alipește la punctul mate- 
rial are, înainte de alipire, viteza absolută ñ (fig. 25.A.1). Alipirea se va 
face astfel cu viteza relativă: 


7, = ü — 7. 
Aplicînd teorema variației cantității de mişcare sistemului format din 


cele două puncte materiale avînd masele n şi dm se obține, dacă se negli- 
jează infinitul mic de ordin superior (dm.-d5) : 


mā =F + i, (=$) (25.1) 


Ecuația (25.1) este cunoscută sub denumirea de ecuația lui I.V. Mescer- 
ski. Termenul m ü, se numeşte forță reactivă. Ea are direcția vitezei 


relative J, şi sensul lui 5, sau opus lui 7,, după cum masa m a punctului 
material creşte sau descreşte. 

Dacă în acelaşi timp la punctul material de masă m se alipesc şi se 
desprind particule şi dacă se notează cu Mo masa punctului la momentul 
inițial, cu m, şi m, masele particulelor desprinse, respectiv alipite pînă la 
momentul /, iar cu J, J, vitezele lor relative, masa punctului material 

la momentul £ va fi: m = mp — mu m, iar 
că ecuația (25.1) devine: 


. dm, — dm, — z 
mă = F — m Üa + = Ta (25.2, a) 


sau : 


Aw) Rg aa 252, b) 
= =F = ü, + T h ( 


Se presupune acum o rachetă care se mișcă 
în vid şi care este acționată exclusiv de forța 
Fig. 25.A.1 „reactivă, Ea are, la momentul inițial £ = 0, masa 
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X | | 
i SI X 277 vY Yrd; 
D TZIZ T 
Coze 
Cvacvare 


Fig. 25.4.2 


Mo Şi viteza vo iar 
este v, = constant 
(fig. 25.A.2), 

Aplicînd ecuația (25.1) proiectată pe direcția mișcării şi integrind apoi 
ecuația obținută, între momentele ¿= 0 şi £, rezultă: 


viteza de ieșire a gazelor de ardere din motorul rachetei 
ȘI are aceeași direcție cu vo și sens opus lui vo 


=v +v, + n = . | (25.3) 


Formula (25.3) este cunoscută sub denumirea de formula lui C.E. Tiol- 
kovski. Raportul z = - „ în care m, este masa finală a rachetei, se numește 
numărul lui Tiolkovski. 


25.B. APLICAŢII LA DINAMICA PUNCTULUI DE MASĂ VARIABILA 


25.B.1. Un corp A de masă M este legat la unul din capetele unui lanț 
omogen avînd lungimea / şi densitatea liniară p. O parte a lanțului, de 
lungime xo situată la capătul legat de corpul A, atîrnă vertical, iar res- 
tul, de lungime / — Xo este încolăcit pe sol (fig. 25.B.1). Corpul A este 
lansat din această poziție pe verticală, în sus, cu viteza vo. 

Se cere să se determine viteza v a corpului A în funcție de distanța 
sa de la sol, notată cu x, şi înălțimea maximă h la care el se ridică. Se 
neglijează rezistența aerului, iar accelerația gravitațională g este consi- 
derată constantă. 


Rezolvare. Aplicînd sistemului format din 
corpul A şi lanț teorema variației cantității de 
mișcare proiectată pe direcția mișcării, rezultă : 


Z [(M + px) v] = —(M + exe. 


Se amplifică ecuația obținută cu (M + px)udi, se 
integrează și se pun apoi condițiile inițiale ¿= 0; 
v = Vo; X = X% pentru a determina constanta de 
integrare. Se obține ; 


1 
(M + paro)?v3 — 2g (M2(a — 0) M pl — aa) + 3 p2(2%— 29) 2) 
aa O NIN NN A Mă 
4 (M + pa) 
Relaţia (a) este valabilă pentru + < l. Pentru 
x > l viteza este dată de relația: v? = vi — 2g(x — l), 
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în care v, este valoarea lui v corespunzătoare lui x = Z, adică momentu- 
lui în care lanțul este întins complet şi care se obține făcînd x =Z în 
relația (a). 

Dacă se face v, = 0 se obţine valoarea lui vo notată vo pentru care 
înălțimea maximă atinsă de corpul A este 4 = L: 


ai 
MU — ao) + Mol — aa) + y pr — 4) 
vo? = 2g 
(M + po)? 
Pentru vo < vi înălțimea maximă atinsă de corpul A se obține făcînd 
în relația (a) v = 0 şi x = h. Rezultă, după unele transformări: 


Pentru v > v vom avea: h=1 + E . 

25.B.2. Două corpuri A şi B avînd masele M, și M, sînt legate la 
cele două capete ale unui lanţ omogen de lungime } și densitate liniară 
p. Întregul sistem format din cele două corpuri și lanț este aşezat pe un 
plan orizontal. Coeficienţii de frecare de alunecare ai celor două corpuri 
cu planul orizontal sînt respectiv ua şi uz, iar al lanțului u’. O parte a 
lanțului, de lungime x, aflată la capătul legat de corpul A, este întinsă 
pe planul orizontal, iar cealaltă parte, de lungime Z — x, este încolăcită 
în fața corpului B. Din această poziție corpul A este lansat pe planul ori- 
zontal cu viteza vo (fig. 25.B.2). Se cer viteza vı a corpului A în funcție 
de distanța BA = x dintre cele două corpuri, viteza v’ care se imprimă 
întregului sistem în momentul desfășurării complete a lanțului, precum şi 
distanța D parcursă de sistem din acest moment pînă la oprire. 


Rezolvare. Se aplică sistemului teorema variației cantității de 
mişcare proiectată pe direcția mișcării: 


d ” , 
EP [(M, + ox)v] = —8(p: M + u'pz). 
Amplificînd această ecuație cu (M, + px)u,-df, rezultă: 
[(M, + pxu] - AM + px)u] = 
= —glpMi + (p + p) Mpx + pprt] dx. 
Se integrează ecuația obținută : 


1 aa f 
Zlate pu = ~e|pmix tute Meg te e5] + C. 


8 (Ma) A, A (44) 


Fig, 25,B.2 
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Puni idițiile initiata a e 
rezultă i e inițiale Bi i 0; vw = vg; v= Xo în relația precedentă 
' sa constantei de integrare C și apoi viteza v,: 


(0 A prat — 2 uaarţte — wo) 4 g PH Matt = A) + E wete — 3)] 
a A aa iii ni a NEEE E E pă i a T ae 0 ii E i 


H = 3 
(M, + px) 
a a Lă v - v 
oa m în relația de sus y =/, rezultă v, = v'i, ceea ce reprezintă va- 
ei A itezei corpului A în momentul întinderii întregului lanț, dar înainte 
e a H Pus în mişcare corpul B. În momentul punerii în mişcare a cor- 


pului B, moment care este echivalent cu o ciocnire plastică, cantitatea 
de mişcare a întregului sistem se conservă, Rezultă: 


(M, + eu = (M, + M hu" de unde: y = MEER L yr, 

1 ( 1 a F olv’, Mit Mtg ! 
„Aplicind apoi, după întinderea completă a lanțului şi punerea în 
mișcare a corpului B, teorema energiei cinetice și a lucrului mecanic, 


intregului sistem, între momentul punerii în mişcare a corpului B și 
momentul opririi sistemului, se obține: | 


DM Matea 
20 (va Mı + paMa + pl) 
Din relația care dă pe v, se poate obţine, făcînd x = și v, = 0, valoa- 


rea vitezei inițiale, notată vô, pentru care corpul A se oprește chiar în 
momentul desfășurării întregului lanţ : 


1 1 
n= ta) e lu Pie) Maple aa) Fa BP — 30) 
UZ = De 
(Mi + pro)? - 
Dacă vo <y' corpul A se opreşte înainte de desfăşurarea întregului 
lanț. | 
Se menționează că pentru ca partea din lanț care este întinsă la un 
moment dat să rămînă tot timpul sub tensiune (întinsă), trebuie ca 
Bi LW < uz 


Observație. 


Dacă în problema (25.B.2) se face M, =0 şi w =u =0, rezultă 
una din problemele lui Cayley. În acest caz se va obține : 


m ot Bă ial. PARI 


v, = 
M, + px 


v . dx e . A . > Pe 
îniocuind în această relație v, = T și integrînd, se obține ecuația: 


pl — xo) + 2M,(% — xo) = 2(M, + păo)uat, 


din care se poate obține abscisa yx la fiecare moment ¿, precum şi timpul 
t, necesar pentru desfășurarea completă a lanţului (t = 4 pentru x =). 
1 P 


ie să ie: sa unei rachete pentru ca racheta 

9x R3, Cum trebuie să varieze ma a | eta 

k 25.B.3 $ ala ortical, în sus, CU viteză constantă Yo dacă viteza relativă 

N e a a gazelor din motorul rachetei este constantă şi egală cu v 
e scurg 
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și dacă se ţine seama de variația forței de atracţie a 
Pămîntului cu altitudinea. Se dă raza Pămîntului R 
accelerația gravitaţională la suprafața Pămîntului pu 
masa inițială a rachetei mo şi înălțimea inițială 4, 
Rezistenţa aerului se neglijează. | 


Rezolvare. Se consideră axa de coordonate Oz 
cu originea în centrul Pămîntului (fig. 25.B.3). 
| M + m 
22 
care k este constanta atracției universale, M — masa 
Pămîntului, m — masa rachetei, z — distanța de la 
centrul Pămîntului la rachetă, 


Aplicînd această formulă la suprafața Pământului 
rezultă : 


Ta PRE ne 
pes 2 i 7 a Epir m ; 
Fig. 25.B.3 Aa = Mgr de unde RM = g,R?, deci F = E 


Á 


Yorța de atracție a Pămîntului este F == pp > în 


Se aplică ecuația (25.1) proiectată pe direcția Oz şi se ține seama că 


2 2-0, S obține : 
dt 


R?m d dm R2 
E e BE e pp S cal PRE a 1 tc, PA 
22 t m Uz? 


Se amplifică ecuația obținută cu vo se înlocuiește vọdf = dz și se 
integrează ținînd seama de condițiile inițiale: £ = 0, m = ma z = R+h,. 
Rezultă legea de variație a masei rachetei în raport cu înălțimea sau în 
raport cu timpul, dacă se ține seama că z = R -+ ho +v: 


EpR? ( 1 1 ) pR? 
m = NoE Vor 3 R+ ho = Mgl vr(R+-ho)(R+ hot tot) í 


25.B.4. O navă cosmică de masă me se mișcă în spațiu cu viteza zu. 
Ea întilneşte un nor de praf cosmic de lungime 1 şi densitate p, care se 
află în repaus şi pe care îl traversează. Considerînd că aria suprafeței fron- 
tale a navei cosmice este S şi că praful cosmic care loveşte nava se lipește 
de suprafața ei frontală, mărindu-i masa inițială, se cere să se determine 
viteza v, a navei după traversarea norului de praf cosmic și timpul îi 
de traversare, Se consideră că asupra navei cosmice nu acționează nici 
o forță exterioară. 


Rezolvare. Masa m, de praf cosmic atașată la un moment dat ? 
la masa inițială mo a navei cosmice este m, = pSx, în care x este distanța 
parcursă de navă în interiorul norului de praf cosmic (fig. 25.B.4), iar 

i 


masa navei cosmice la acelaşi moment va fi; m = my + M, = ot PSI. 
Se aplică apoi ecuaţia (25.2, a) proiectată pe direcția mişcării, în care 


se introduc: F =0, m =0, dp = —7, dm = dm, = pS-dx. „ Rezultă: 
dy d ie d 
m = — vw, adică: 2 = — 2. 
d? di | v m 
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é 


Fig. 25.5.4 


Integrînd ultima ecuație şi ținînd seama de condițiile iniţiale: £ = 0, 
U = Vp M = Mo, se obține: 


m m 
v= v — = Vy 2 j (a) 
m mo + pS2 
s m 
mo + pS! 


Integrind, în raport cu timpul, ecuația notată cu (a) și ținînd seama 
că la £ = 0 avem x =Q, se obține ecuația de mișcare: 


Sx + 2moă = 2movot. 
oSl + 2mo 7 


De aici se obţine: 4 = 
2movo 


25.B.5. Să se găsească legea de mișcare x = x(t) şi legea de variație 
a masei unei rachete care este lansată pe verticală, în sus, de la înălți- 
mea Xo cu viteza vo şi care se mișcă cu accelerația a = constant. Se cere, 
de asemenea, înălțimea totală %4, la care se ridică racheta avînd în vedere 
şi urcarea rachetei după terminarea arderii combustibilului. Se cunosc 
masa inițială my şi masa finală m, ale rachetei, precum și viteza v, de ieşire 
a gazelor de ardere din motorul rachetei, care este constantă. 

Se neglijează rezistența aerului şi variația accelerației gravitaționale 
g cu altitudinea. | 


Rezolvare. Viteza rachetei şi înălțimea ei (notată cu x) la un mo- 
ment dat sînt; 


v =v t t; (a) 

X = %o +v + = at, (b) 

Se proiectează apoi ecuaţia (25.1) pe direcţia mișcării şi se obține: 
ma = — mg — o, de unde = = — IHE 


Integrînd şi ținînd seama că la i = 0 avem m = my, se obține legea 
de variație a masei rachetei : 


m = Moe à 
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În momentul terminării arderii combustibilului avem £ = Á în = m 
și, ca urmare, din relaţiile (c), (a), (b) rezultă, respectiv : 


m v 
l, = > În t == r * În z; v = Va + 2 - În z: 
7 Z Ea 
C De pă my a+g a 4g 
l 1 a ; 
x, = Xy 4 bate n 2 + — v? - În?2z, unde z = 7. 
J v r 
atg 2 (a +8} m, 


Înălțimea totală la care se ridică racheta este: 


2 2 
h e poe Le tHe ina t 
: AR 2g g a+g 2g 


Vor a 1? 


25.B.6. Pentru cercetarea straturilor superioare ale atmosferei se folo 
seşte o rachetă cu trei trepte care este lansată de la sol vertical, în sus, 
fără viteză inițială (vo = 0). Raportul între încărcătura utilă a fiecărei 
trepte şi restul masei rachetei fără combustibilul acclei trepte este : = 
= 1/2, iar vitezele relative de scurgere a gazelor din motoarele celor trei 
trepte sint respectiv: 7, = 2200 m/s, v, = 2400 m/s, va = 2 800 ms. 
Cunoscînd timpul de ardere a combustibilului pentru fiecare treaptă : 
Tı = 30 s, 7 = 40 s, ma = 50 s; viteza atinsă de fiecare treaptă a rachetei 
după arderea integrală a combustibilului acelei trepte: v, = 2300 mjs, 
Ja = 5000 m/s, v = 8000 m/s și masa aparaturii de cercetare care tre- 
buie lansată în atmosferă m, = 100 kg, se cere să se afle masa inițială 
a rachetei și cantitatea de combustibil necesară fiecărei trepte. Se va 
neglija rezistența aerului, variația accelerației gravitaționale g cu altitu- 
dinea și efectul rotației Pămîntului. - 

(Prin încărcătură utilă a unei trepte date se înţelege masa inițiali a 
tuturor treptelor următoare, iar pentru ultima treaptă masa satelitului 
propriu-zis sau masa aparaturii lansată pentru cercetare). 


Rezolvare. Se introduc următoarele notații (fig. 25.B.6): 


ms = masa aparaturii sau satelitului = încărcătura utilă a treptei a 
treia ; 
m = masa rachetei fără prima şi a doua treaptă şi fără combustibilul 


treptei a treia ; 


Fig. 25-B-6 
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Map = masa inițială a treptei a treia 


cu aparatura sa i îm inci 
cătura utilă a treptel a doua ( p u satelitul) încăr 


M, = Pera aa fără prima treaptă și fără combustibilul treptei a 
| 
Mao = Suma maselor inițiale ale treptelor a doua și a treia (cu aparatura 
sau satelitul) „= încărcătura utilă a treptei întîi; 
m, = masa rachetei fără combustibilul treptei intii; 
Pip = masa inițială a rachetei, 


Di a N a r a ~ H $ H wo otr t v . . 
Proiectind relația (25.1) pe direcția mișcării, adică pe verticală, se obține, 
pentru o treaptă oarecare a rachetei: 


„dv dm 
m — = —mMg ———v, sau: dv = —gdt —y— 
eP B qy Un dv gdi — v pda 


Integrînd şi ținind seama că la £= 0, v =v, şi m = my, rezultă: 


o =por hi te Inte. (a) 


Dacă se ține seama de notațiile introduse şi de faptul că viteza finală 
a unei trepte este viteză inițială pentru treapta următoare; la sfîrșitul 
perioadei de ardere a combustibilului fiecărei trepte se obține conform rela- 
țici (a): 
Mio 


o ishi Pen d b e m R 
V = ET H Una * ÎN Va = vi Ete ka: nA; 


V3 = Va — ETa F Um: In e. (b) 


Mg 


Din relațiile (b) se obțin numerele lui Țiolkovski: 


V+ETL Va—Vat Ta 
Mio Wu, Mazo Vre A 
z, = =e pase f s 
m, Ma 
Va — Vs + STs 
Ma r 
Z3 == o — e 3 š 
My 


m, ms 
g m= mig ; Ea =; S op, E = E = Eg = E), (c) 
m, Ma Ma 


ms, | adi A a Sa g 
m, = — ; Mao = Mala = Msi 
Ez Ca 
Mao — al BI si pala IL = 8 
m = = Msi Mao = Mala = Ms n 
Ez SaE3 2 
Zai | că d cae dia 
i Pe Mg ie Mao E Mhh ist 
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Rezultă apoi masa de combustibil necesară pentru fiecare din cele trei 
trepte ale rachetei: | : 


pi ZaZa((2 — 1 Za(z2 — 1 
a == Hio „=> mai — m, tale — D P Mez == Mogg ae Ma == m, 26209 P 
E EpE3 f Egg 
Za br 1 


Mea = Mao — Ma = Mys 
E3 


Introducind datele numerice se obține: 
z = 3,561; za = 3,337; za = 3,478; 


mio = 33063 kg; Ma = 23778 kg; ma = 3 251 kg; meg = 496 kg. 


25.B.7. O rachetă este lansată pe verticală, în sus, de la înălțimea xo, 
cu viteza v (fig. 25.B.7). Viteza v, de ieşire a gazelor de ardere din motorul 
rachetei este constantă. Masa inițială a rachetei este mọ, iar masa finală 
este m, 

Se cere să se determine viteza y a rachetei în funcție de masa ma 
acesteia la un moment dat şi de timpul £. Presupunînd apoi că masa 
rachetei variază după legile: 1) m = mo(l — at) și 2) sme tt, -u 
care a este o constantă dată care caracterizează legea de ardere a combus- 
tibilului, se cere să se găsească: legea de mişcare a rachetei, viteza v, și 
înălțimea %, atinse de rachetă în momentul terminării arderii combustibi- 
lului, forța de reacţie F, şi acceleraţia rachetei a, precum și înălțimea 
totală k, atinsă de rachetă (inclusiv înălțimea cîștigată din energia cinctică 
pe care o are racheta în momentul terminării arderii combustibiluiui). 

Să se determine apoi legea de variaţie a masei rachetei (legea de ardere 
a combustibilului) pentru care, cu cantitatea de combustibil (mọ — m) 
dată, înălțimea totală %, atinsă de rachetă este maximă. 

Se va neglija rezistența aerului şi variația accelerației gravitaționale g 
cu altitudinea. 


Rezolvare. Se aplică ecuaţia (25.1) proiectată pe direcția mișcării : 


dv dm dm 
m = —mg —- vw sau: do = —gdt —- v, 
di d m 
i Integrînd ecuaţia obținută și ținînd seama de con- 
dițiile inițiale : £ = 0, v = vo, m = Mo, rezultă: 
Te Mo i 
(RA v = Vvo — gt +v, ln 2. (a) 
m 


La sfîrşitul perioadei de ardere a combustibilului cînd 
t = Şi m = m, viteza rachetei va fi: 


v, = Vo — gf, + v, In = = vo — gh + v, e ln z, (b) 
My 


S 


ESS 


m w . . . 
unde z = — este numărul lui Țiolkovski. 
my è 
Integrînd din nou ecuația (a) în raport cu timpul 
și ținînd seama că la = 0, x = xp, se obține: 
m 


x = xo + vot — > gË + v, ( (m =) dr. (c) 
| 0 


(SAS 


- 
— 


IA 


m 
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„Pentru a putea găsi legea de mișcare a rachetei x = x(/) este necesar 


NGA VEEN modul de scurgere a jetului de gaze din motorul rachetei, 
adică variația masei rachetei în raport cu timpul 


1) Dacă m = mall — al), ceea ce îi Apă i > 
Ă | „ € inseamnă că debitul masic de gaze 
evacuate din motorul rachetei este Qn = | dm/dt| = mea = constant Sia 
relațiile (a) şi (c) se obține: 


Wet Vp pa sia (Lai: 
1 
X = Xo H vol — TEP + [at + (1 — at) I(l — 0). 


La stirșitul perioadei de ardere a combustibilului : 


z— 1 1 — 133 a a 
h, = Xo + U9 si ) biar, 
az 2 az az 


În cazul variației liniare a masei rachetei în raport cu timpul, forța 
reactivă este constantă, iar accelerația rachetei crește cu timpul: 
A dm 
F, = — 0, = mav, = const.; a = SE ei RE 
dt d? 1 — at 


2) Dacă m = moe%, din relaţiile (a) și (c) rezultă: 


vV = Vo — gt + v,at ; 


1 1 
x = Yo -1- Vot sg + Va, 


= 


iar la sfirsitul perioadei de ardere: 


În cazul variației exponențiale a masei rachetei în raport cu timpul, 
forța reactivă scade exponențial cu timpul, iar accelerația rachetei este 
constantă : 


Š dm vä dv 
F, = se N = v,M &eT*, a = — = v,a — g = const. 


În ambele cazuri (1 și 2), înălțimea totală atinsă de rachetă este: 


E TATE. (d) 


2g 


Pentru a determina legea de variație a masci rachetei pentru care 
h, este maxim, se presupune că această lege are forma m = Me- f(a, 3) 
în care f(a, 1) este o funcție oarecare de parametrul a (care caracterizează 
modul în care se face arderea combustibilului) şi de timpul £. În acest caz 


n este dat de relația (d), în care v, se obține din relația (a) în care 
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se face t = $, şi m = mp iar h, din relaţia (c) în care se face t= f, și 
m = mo - f(a, th Se obţine: 
ty 
A 1 4 
ħi = xa + vol, — Zan -v | Ün f(x, 6] dt + 27 (vo — gti, + Inz) (e) 


U 


În relația obținută & = Xo este constant, iar î, depinde de «. Valoa- 
my 


rea parametrului « pentru care 4, devine maxim se obține făcînd Za = 0. 
4 
Derivînd în raport cu « expresia lui %4 dată de (e) și ținînd seama la deri- 
‘varea integralei* că limita ei superioară 7, depinde de a, se obține: 
ay det) 


-1 Si t) |— (vo—et Mi 
| Fo di + a n f(a, £) |— (vo—et, +v, Inz) - ), 


2 


a, 
Ya — — S; Vr 
z ôx str 2a 


- Lă . A {v a 1 . A .. 
iar apoi ținind seama că f(a, 4,) = — şi reducînd termenii asemenea: 
2 


ty i 
( fla, t) i di 


da Flea, 4) ai 


Această ultimă integrală nu poate fi nulă decît dacă intervalul de 


integrare este nul, adică dacă 4, = 0, deoarece Sa RI 
&, 


& 

Rezultă că, pentru o cantitate de combustibil dată, înălțimea totală 
ha atinsă de rachetă este maximă dacă arderea combustibilului este instan- 
tance, adică sub formă de explozie. 

Dacă arderea combustibilului rachetei are loc instantaneu, rezultă că 


~; > T% ceea ce corespunde unei accelerații infinite a rachetei : 
F, — m F dm v 
a = E = gnnm —g = 0. 
m m d/ m 


Acceleraţiile pe care le poate suporta racheta sînt însă limitate la o 
valoare maximă. Dacă se respectă această restricție şi se doreşte ca înăl- 
țimea totală %, atinsă de rachetă să fie maximă, racheta trebuie să se 
miște, în timpul arderii combustibilului, cu acceleraţie constantă și egală 
cu cea maximă admisă. După cum s-a văzut la punctul 2 al problemei, 


în &cest caz masa rachetei variază exponențial în raport cu timpul (vezi 


probicn:a 25.B.5). 
Dacă arderea combustibilului are loc instantaneu, viteza imprimată 


rachetei se calculează prin aplicarea teoremei conservării cantității de 


mișcare (ca în cazul ciocnirilor) : 
. m A 
Mp, — MY, = 0, de unde v, = Æ vy, în care m, = Ma — M, = 


= masa combustibilului. 
NE 5. ANRE PA IE 


bla) ai b(a) 
* Dacă I(a) = | fle, t) arn E = | an dt + E fa b) _— m flx a). 
% ala) E Fc Mle lie, y fe 
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Capitolul 26. ai 
PROBLEME GENERALE DE DINAMICĂ | 


26.1. Un punct material de masă m. porneşte cu viteza inițială vo pe 
porțiunea rectilinie OA = } (coeficient de frecare p), apoi continuă mişca- 
rea pe arcul de cerc de rază R, şi unghi la centru 6, fără frecare (u = 0). 
Să se determine : viteza în punctul B, v,; reacţiunea normală N; poziția 
x în care punctul atinge suprafața orizontală în cădere liberă; viteza ve 
cu care atinge această suprafață ; viteza vc după ciocnirea suprafeței ori- 
zontale, coeficientul de restituire e al ciocnirii fiind cunoscut; distanța 
x, atinsă după ciocnire (fig. 26.1). 

Aplicație numerică: m = 1 (kg), vo = 10 (m/s), l= 4(m), u = 02, 


R=2 (m), 0 = 60%, e =, g= 10 (m/s?). 

Rezolvare. Se aplică teorema variației energiei cinetice între pozi- 
tiile O şi B: s 

Biel A Dot) Z m3 = = mv = —pmgl — mgh, 
deci : i 
v% = v% — 2pgl — 2gR(1 — cos 0); rezultă v, = 8 (m/s). 

Pentru aflarea reacţiunii N,, se proiectează ecuația fundamentală a 

dinamicii pe direcția normalei în punctul B: 
i | 
m = N, — mg cos 0; rezultă N, =37 (N). 

Ecuațiile parametrice ale mișcării punctului greu, pe parabola BC, 

considerind axele de referință By, se scriu: 


| i a pe 
x == ujd'os 0; y = opsin 0—2; ye = — R(1 — cos 0). 


= 
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înlocuind cu datele numerice se obțin: 
x=4; y= 45t — 5; yem —l; rezultă x = 6,08 (m). 
Viteza de cădere în punctul C se obține 'derivînd ecuațiile parametrice: 
v, == Vp: cos 0; v, =ý = vá sin 0 — gt. 


Rezultă : 
Uos = Å; Voy = —8,28; ve = 9,1 (m/s). 


După ciocnirea oblică, îu C, componenta v, rămîne neschimbată, iar 
componenta v, influențată de ciocnire, schimbă semnul, multiplicat 
cu coeficientul e: 

F = dia = 
vL = V, = Vp COS 0 = 4 


vi = ev, = 4,14. 


Deci, rezultă v = 4,3 (m/s). 
După ciocnire, ecuațiile parametrice ale mişcării, scrise față de axele 
xCyı, devin : 
X, = vb, = 4h; 


, gti 9 
J= Vb ma > = 4,144 == é = 0. 


Rezultă pentru punctul de cădere pe sol: 
i, = 0,83 (s) şi x,= 3,3 (m). 


26.2. Se dă o bară omogenă AB de lungime 7 şi greutate G, care se află 
inițial în repaus la 0 = 0, (fig. 26.2, a). Bara începe să se miște sub acțiunea 
greutății proprii. Neglijînd frecările, să se calculeze pentru o anumită pozi- 
ție 0 valorile vitezei și accelerației instantanee de rotație ale barei și reacți- 
unile din cele două reazeme. 


Rezolvare. 

Metoda I. Bara are mişcare plană, centrul instantaneu de rotație fiind 
în I. Deoarece se neglijează frecările şi singura forță activă este greu- 
tatea barei, se aplică teorema de variație a energiei cinetice pentru calculul 

valorilor instantanee ale lui œ şi œ. Pentru 
momentul inițial (repaus), rezultă E, = 0. 

Energia cinetică E, se calculează apli- 
cînd formula lui Koenig pentru momentul 
în care bara are față de I viteza unghiu- 
lară instantanee w : 


1 G 1 GR 3 
E, =>—v t> 
2 g 2 12g 
unde : 
l 
v, = ICo = — w. 
2 
Înlocuind, se obține: 
GB a 
B, = — 0^. 
Fig. 26.2, a e 67 
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Ans ză A mecanic între poziția inițială 
( 0, uw = și și cea finală (0, w) este 
Lia =Gh=G4 : (cos 0, — cos 0). 


Introducînd expresiile calculate în 
Es cazu E, = Dă OT se obține : 

aan i RR iii a 

O = de ( 0 ` : SR i 
7 (CO8 0o— cos 0), o = sin 0. 

2] 

Pentru calculul reacțiunilor, se aplică, 
teorema de mișcare a centrului de masă 


proiectată pe axele sistemului de refe- 
rință fix: 


Efectuînd calculele, rezultă : 


GI ja . | 
Na = (6 cos 0 — af sin 6); N, =G — Ž (6 sin 0 + o? cos 9). 
g 


Dacă se înlocuiesc valorile lui œ şi ó, se obţine: 


N =F [3 sin 20 — 4 sin 0 cos 0o]; 


Na =G|1 — 4u + 2 cos 0, cos d — 3 cos? 0). 


Metoda a II-a — aplicarea principiului lui d Alen Den (fig. 26.2, b). 
Coordonatele centrului de masă C sînt: 


I 
2 = sin; y, = = cos 6. 
Prin derivare se deduc componentele vitezei şi accelerației centrului 
de masă: 
La l TE 
&, => 0 cos ð; ý, = ——0 sin 0; 
2 2 
E PA EINTE ENOCE E SE 
&, = z (9 eos 0 — 0° sii 0); y, = — y (#siu 0+ 6 cos 0). 
| Forța de inerție are componentele: 
f i G., GI i 
Fa = — il în e a (0 cos 0 — Ê? sin 0); 


== E e W z td sin 0 4- ô? sin 0). 
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Cuplul de inerție este: | 
o Z Gy 
M, = — jJ. = TP 0. 


| Se menţionează că în figura 26.2, b componentele forței de inerție şi 
cuplul de inerție s-au figurat cu sensul lor pozitiv, iar în calcule s-au intro- 


dus cu semnele respective, rezultate mai înainte. 
Scriind ecuațiile de echilibru dinamic, rezultă (fig. 26.2, b): 


(£X, =0); NitFe=0; (a) 
(2Y, =0); ` Na- G+Fy=0; (b) 
(£M, =0); = sin 0 + Fa cos 0 — Fy L siă 0+M,=0. “(0 


Ecuația (c) se mai scrie sub forma : 


Ă a E GE a, Għ g 
GI sin 0 — Č 5 cos? Ò + = ĝ? sin 0 cos 0 — — 0 sin? 0 — 
2 4g dg 4g 
2a: GI? 
— SE 62 sin 0 cos 0 — = ô = 0. 
4g 12g 
Efectuînd calculele se obține ecuația diferențială a mișcării : 


.. 3 3 
0 — £ sin 0 = 0, 
2i 


care coincide cu cea obținută anterior. 
Cu ecuațiile (a) și (b) se calculează reacțiunile : 
N, = —Fu = = (6 cos 0 — ô? sin 0) ; 
2g 
iisa e RE =G — Č (Ü sin 0 + 6 cos 0), 
E ; 
care coincid cu cele deduse mai înainte. 
Metoda a III-a — folosind ecuațiile Lagrange. Energia cinetică este : 
E= 62 
6g 
Funcția de forță este: 
U = mgy = —G — cos 0, 


unde s-a ţinut seama că greutatea este orientată în sens opus axei Oy. 


. . d D à r ta 
Ecuația lui Lagrange PA 2) — 2E — 2U. se scrie în cazul de față: 
dt | 30 20 90 l 


3 eœ 
a EN E Y 
3g 2 


de unde rezultă ecuația diferențială a mișcării: 


ö — % sin 0=0. 


24 
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„Integrind se obţine: 
| "i | 

a + 3e cos 0 = C. 

| | 2 21 | 
Constanta de integrare se calculează cu condițiile inițiale t=0: 
O= 0s; 0=0, deci: C = SE cos 0e. 
Prin urmare, legea de mişcare este: 
62 = = (cos ð, — cos 0), 
rezultat carc coincide cu cel obținut anterior: 


Metoda a IV-a — folosind ecuațiile canonice ale lui Hamilton. Impulsul 
generalizat este : 


= es = Si i € > Se 
5 => 0, de unde 9 a D 
Funcția lui Hamilton calculată cu formula de definiție este : 
H = pb — (E + U) = 32 p — S . SE pe q S cos 0,= 
p 6g ŒN 
ie ci ds 0 
a E+ = COS 


Tinînd seama că legăturile sint scleronome, funcția lui Hamilton se mai 
poate calcula și cu relaţia : 


H=E+V=E—Us piu “cos0= 
6g Gin 2 
= 4 pa ) Gi aos 6 
ac 2 


D H . 
Iza, Zz} 
êp 20 
devin, în cazul de față: 
Sep —6;  —Ssin0= —. 
GH: 2 


Din prima ecuaţie se obține: 
3 + —6 
Gl 


3 


introducind acest rezultat în a doua ecuaţie, rezultă : 


5 — SE sin 6, 
21 


care coincide cu ecuația diferențială a mișcării stabilită anterior. 
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b) 
Fig. 26.3, a, b 


26.3, Să se studieze mișcarea sistemului de corpuri din figura 26.3, a 


sub acțiunea greutății proprii a corpurilor. Firul este considerat fără greu- 
tate proprie. 


Rezolvare. 


Metoda I. Sistemul are două grade de libertate. Centrul C al discului 
(2) are față de fir o viteză vı, iar firul, la rîndul lui, viteza Ro cu care se 
desfăşoară de pe discul (1). 

Pentru corpul (1) se aplică, pentru studiul mişcării, numai teorema de 
variație a momentului cinetic : 

0); 2 Ho) = SR. 


Pentru corpul (2) se aplică atît teorema de inișcare a centrului de 
masă proiectată pe sistemul fix +0y, cît și teorema de variație a momentu- 
lui cinetic față de centrul de greutate C al discului: 


(0x) ; sala + Ro]=6- s; 


d (GR: 
(C); =| 1] = SR. 
dt | 2g R 
Rezolvînd, rezultă : 
2 2 G 
a = — ; U) == 2E ; S = — 
5R 5 


Metoda a II-a — prin aplicarea principiului d'Alembert. Problema 
avînd două grade de libertate se aleg ca parametri geometrici unghiurile 
0 față de O și 6, față de A. 


„Se izolează fiecare corp şi se introduce torsorul forțelor de inerție în 
centrul de masă al fiecărui corp (fig. 26.3, b). Pentru discul O se introduce 


- Lă i 2 P . bd 
cuplul de inerție care are modulul cT 0. Pentru discul C, care efectuează 


4 | i S ii 4 x 
o mișcare plan paralelă, forța de inerție se calculează cu accelerația absolută, 
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care în cazul de față de se obține prin însumarea accelerației de transport 
a, = RO şi a accelerației relative a, = RÙ; cuplul de inerție este SR 5 
.. LE 5] x i | a y 
Ecuațiile de echilibru dinamic sînt: za 
— pentru discul O: 


2M, = . | GR g pree g 7 3 

i y i Mo 0) A "fa 0 — SR =0; somata pi 87 (a) 
—> pentru discul C . ienr Urikiri Teora, s Ra 
(ZY, = 0); S+ŽRÖ + d) —G 0 si ob) 


1: 


(ZM, = 0); e bn R adu, 

aà 2g in tbatli À ie ul] 
Din ecuaţiile (a) și (c) se deduce: 
is a (d) 


_- Jinind seama de relaţia! (d) $i- eliminind tensitinea S între ecuațiile 
(a) şi (b), rezultă: 


6 = o ap apă o eg 
2g 
de unde se obțin: "ste hJoar wiiibirtho s sti 
A la Sa 
5 R 5 
Metoda Ill-a — prin aplicarea ecuațiilor lui Lagrange. Energia cine- 


tică a sistemului se calculează cu vitezele absolute și are expresia, ținînd 
seama că discul O efectuează o mişcare de rotație, jar discul C o mişcare 
plan paralelă : 


E => Jð? +> Job? + 2 (R0+ RO = 
2 2 2 g 
e A 3 A 3 P t 
= ad + 267 + bð). 
Funcția de forţă este: 

U = Emgy, = Gil + R0 + RO), 


unde Le este lungimea inițială a firului dintre discuri. 
Forţele generalizate sînt : 


i e e 
Ai ME Soh LER, Oh EGR 


y L se, Yj 28 2] 20% 


Ecuațiile lui Lagrange sînt: 


sau.: 
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Rezolvind acest sistem se deduc: 
ö i 2 £ 4 6 1 îi 2 E Io 
5 R 5 R 
adică aceleaşi rezultate. 


26.4, În interiorul unui cilindru fix de rază R se mişcă un al doilea cilindru 
de greutate G şi rază 7 (under < R), rostogolindu-se fără alunecare 
(fig. 26.4, a). Considerînd că cilindrul mobil efectuează mici oscilații față 
de poziția de echilibru, se cereisă se calculeze pulsaţia acestor oscilații. 
Se neglijează frecările. 

Rezolvare. Din condiția de rostogolire fără alunecare, punctul 
de contact A este centrul instantaneu de rotaţie. 

Viteza centrului C al cilindrului mobil este: 


v, = (R—1n6=70, 
unde Q este viteza unghiulară față de centrul instantaneu de rotaţie. Deci 1 


o= =t =E 


r 


o, unde © = . 


Acceleraţia unghiulară a cilindrului mobil este: 


r R—=rz 
s ={0 = = 9. 
r 


În continuare problema va fi rezolvată prin mai multe metode. 


Fig. 26.4, a, b 
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Metoda I. Aplicarea teoremë 


er ai i conservării energiei mecanice. Energia 
cinetică a cilindrului care efectu E ai i zi 


ează o mișcare plană este: 


1 G 1 IG a 


3 . 
= 2 (8 — bi = 2 E (8 — at, la) 


a jO 


Energia potenţială este: 
V = G(R — (1 — cos 0), 
Fiind un sistem conservativ, se aplică teorema conservăriițenergiei 
mecanice E + V = const, de unde < (E + V) = 0, care în cazul de față 
conduce la: i 


(R — 76 9+G(R-— 7) sin 0. $ = 0. (b) 

Pentru micile oscilații se aproximează sin 6 x% 0, deci relația (b) devine ı 
b oO g _ s 

Haa Ad. (c) 


care reprezintă ecuația unei vibrații armonice a cărei pulsație este : 


o= V 
3(R — 7) 


Metoda a II-a. Aplicarea teoremei de variație a energiei cinetice dE = 
i . dE __ dL i 
= dL sau, care se mai poate scrie ri d se obține: 


dz 
d 
—(£ —L)=0. 
(ED) =0 
Fiind sistem conservativ (L = —V), rezultă: 
d 
t (E + V) =0, 


ecuație care coincide cu cea scrisă mai înainte. 


Metoda a III-a. Aplicarea principiului lui d” Alembert (fig. 26.4, b). Acce- 
Jeraţia centrului de greutate G are două componente (în mișcarea față de 
0): au = (R — 702 şi an =(R—7)0. În consecință, torsorul forțelor 
de inerție este format din: 
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 Seriindţecuaţia de momente faţă de A, se obține: 

(EM, =0); Me + Far + Grsin 6 =0, 

sau: e bia. 
ir Grt R=rä G Pr AS ' 

7 Tel PoP SATE n: (d) 


Pentru micile oscilații sin 0 % 0, deci ecuația (c) devine : 


3 á ù a , .. 2g +Á i 
pe 70 +9 0, sau : ae T A, 


care coincide cu ecuaţia. (c). i | | 
Metoda a IV-a. Aplicarea ecuaţiilor lui Lagrange sub forma : 
d (08) 2 — 20. 
= a(o) 20 ð 
Energia cinetică a sistemului este, conform relației (a) ! 
nE le (R— 7)202. 
4 g i 
Funcția de forță este (fig. 26.4, a): 
aa uta ai U = mgy = G(R — r) cos 8. 
Introducînd aceste rezultate în ecuația lui Lagrange, rezultă ı 


3G IR — r} =—G(R — r) sin 0. 
2g 
"Rfectuînd calculele şi aproximînd sin 0 2 0, se obține! 
| 6 + pei i ai (i 0), 


care coincide cu ecuaţia (c). 


26.5. Un automotor se deplasează pe o cale ferată orizontală cu viteza 
Vo Apoi, mărindu-se progresiv puterea motorului, viteza automotorului 
creşte cu acceleraţie constantă de la ve la v, în timp ce el parcurge distanța 
D, iar după aceea el se deplasează cu viteza v, constantă. Automotorul, 
fără osii şi roţi, are masa M şi centrul de masă în punctul C a cărui poziţie 
este dată prin distanțele l, Za, h (fig. 26.5, a). Cele două osii 0, Os, împre- 


LAPAL LELLE 
(Ha i Sẹ) (H3) 
a? 
Fig. 26.5, a 
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ună cu roțile fixate rigid pe 
fiecare din ele, au respectiv 
masele m, mp, iar momentele - 
lor. de inerție faţă de axele de 
“simetrie O, O, sînt respectiv 
Îi Je Razele R ale celor patru 
roți sînt egale între ele, iar coe- 
ficienţii de frecare de rostogolire 
între roțile O, Oa şi şine sînt, 
respectiv, Sp Se 

Se cere să se determine: va- 
lorile Mmo Mm" Mm ale mo- 
mentului motor care trebuie 
aplicat la roata motoare 0,, 
situată în spate, în timpul celor . 
trei faze ale mișcării; diagrama ” 
de variație a puterii motorului . , „Fig. 26.5, b 
în raport cu timpul, precum şi 
puterea maximă Pa pe care trebuie să o dezvolte motorul în | timpul 
mișcării accelerate. Este dat randamentul y al mecanismului de transmi- 
tere a mişcării de la motor la roata motoare: 

Se cer, de asemenea, coeficienții de frecare de alunecare u, ua dintre 
roțile O,, 0, şi șine necesari popi ca roțile să nu patineze în timpul acce- 
lerării mişcării. 


7 ar: 
1 
hor IN, 


Rezolvare. În timpul mişcării accelerate automotorul are accele- 
p's v — u- oee Mu . . za 
tatia a = —t —% — constantă şi viteza v = vo + a(t — to), iar roţile au 

. . a. po v 
= constant şi viteza unghiulară o = a 


accelerația unghiulară e = ati 
= ©, + eft — to) 

Se separă cele două osii de resi toota şi se aplică fiecăruia 
din cele trei corpuri obținute prin separare principiul lui d'Alembert 
(fig. 26.5, b). Scriind ecuațiile de echilibru dinamic pentru fiecare corp, 
se obține: 


(ZX, = 0); X,—X,—F,=0, unde F, = Ma; (a) 

(£Y, = 0); Yı +Ya— Mg = 90; (aa) 
{EMo: =0);. Yill +l) — Mgl + Fih = 0. (as) 
(2X, = 0); X, — Fa — T, =0, unde Fa = ma; (b.) 
(ZY, =0); N, — Y, — mg =0; (ba) 
(EM, =0);  XR—FaR—Ma—Mn=0, unde Mas Jes Aa (bs) 

(Til < lN]; (ba) 

|Mal = s |N]. (bs) 

Ta — Xa — Fa = 0, unde Fu = ma; (c1) 

N, — Y, — mg = Q; (Ca) 

My Xa R—FaR—Ma— Mra=0, unde Ma Je Je e (ca) 

Tal < kal Nal; (ca) 

| Mal = Sa Nal (cs) 
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Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii și inegalităţi obținute rezultă 
“succesiv: Y, şi Y, din ecuaţiile (as) şi (aa); N, şi N, din ecuaţiile (b,) 
şi (cə); Xı şi Xa din ecuaţiile (b,), (ba) şi (a.), iar din ecuaţiile (cs) şi (ca) 
se obține momentul motor Mm necesar pentru antrenarea roții motoare 
în timpul accelerării automotorului : 


M, = a|s (rm + M) + sama + e M) + 


+ aR|M +- mMm, + Ma +A + M Ay a . ii = constant, (d) 


În timpul mișcării uniforme a automobilului (a = 0) cu viteza v sau 
v, momentul motor necesar este: 


Mno = Mm = efs (m Mt fm +). 6 


Puterile dezvoltate de motor în timpul mişcărilor uniforme ale automo- 
torului cu vitezele vo şi vı sînt constante şi date, respectiv, de relațiile : 


M M, M, M. 
P, Mara De" e m9U0 ; P, RL mr mo1 > Po (£) 
n nR nR nR 


unde Mmo = Mm este dat de relația (e). 
În timpul mişcării uniform accelerate a automotorului, puterea motoru- 
lui creşte liniar cu timpul, după relația : 


Pa ae a [vo + al — t)] = 22 fv, 4 L =), (g) 


unde M„ este dat de relația (d). 
Făcînd v = vo sau v = v, în relația (g), se obțin puterile dezvoltate de 
motor la începutul, respectiv, la sfîrşitul perioadei de accelerare : 


PaP, (b) 
nR 
pia Po P (î) 
nR 


„Diagrama de variație a puterii motorului cu timpul este prezentată în 
figura 26.5, c, iar puterea maximă pe care trebuie să o dezvolte motorul 
este Ps, = Pi, 


Z 


Fig. 26.5, c 
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În continuare, din ecuaţiile (b.) şi (c4) 


lităţile (b,) ŞI (ca) se obțin ui Și pa: se obțin T, şi Ta iar din itegar 


ER Si Jia ; 
MAn PT : (a) 
INI R ra (m p ERE 2 
18 PET ) 
IT| (1m tm t D) at 22 (mg + = m) 
|Nal phata y 
m Da 
ET pi 


Se menţionează că pentru ca reacţiunea N, să nu se anuleze și să-și 
păstreze sensul în timpul accelerării automotorului, trebuie respectată 
inegalitatea : 


te gl, — ah . Mh +m lh +h) 
N, = mg P M > 0, de unde a s E i (k) 


Observaţie. 
Dacă roata motoare este situată în față, relaţiile (jı) şi (ja) devin: 


Ja Sa gh kb ah 
= — 2 M 
[a + m +m + Ra a + (me + PI i 
TeS S S T 
gh —a 
ada APT 
Sa Ja 
ua > R F mg + AE m) 
a Lth 


iar relațiile (d), ...., (i) şi (k) rămîn neschimbate. 
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